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istatistiksel Modelleme
Basit Bir Ornek

o istatistiksel 8grenmenin amaci veri setlerinden sistematik bilgi elde
etmektir. Gelin, bunu bir 6rnek Gzerinde agiklayalim.

@ Belli bir Griniin satisini artirmak istedigimizi distnelim. Elimizde
bu GrlGine ait 200 farkl piyasadaki satiglar ile televizyon, radyo ve
gazeteler icin reklam harcamalari bilgisi oldugunu varsayalim.

@ Kisaca, farkh medya tirlerindeki reklam harcamasina baglh olarak
satislarin nasil degistigini anlamak istiyoruz.

@ Burada 6grenmek istedigimiz hedef bilgi satislardir. Buna c¢iktl
(output) degiskeni diyelim.

@ Bu durumda c¢ikti degiskenini agiklamak icin kullanacagimiz rek-
lam harcamalari da girdi (input) degiskeni olur.

o Ornegimizdeki veriler Sekil 1'de gdsterilmistir.

A
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istatistiksel Modelleme

Reklam Verileri
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Sekil 1: Medya tiirtine gore reklamlarin satis Gizerindeki etkisi I
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istatistiksel Modelleme Girdi ve cikti degiskenleri

Ders Plani

@ istatistiksel Modelleme
@ Girdi ve ¢ikti degiskenleri
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istatistiksel Modelleme Girdi ve cikti degiskenleri

Girdi ve Cikti Degiskenleri

@ Sekilde cikti degiskeninin y-ekseninde, girdi degiskenlerinin ise
x-ekseninde bulunduguna dikkat ediniz.

@ Genel olarak, ¢kt degiskenini Y harfi ile belirtiriz.

@ Girdi degiskenlerini ise Xi, Xo, X3, ... harfleri ile gbsteririz.

@ Bu degiskenlere duruma gore farkli adlar da verebiliriz:

Cikti Degiskeni (Y) Girdi Degiskeni (X)

Bagiml degisken (Dependent variable) Bagimsiz degisken (Independent variable)
Kestirilen (Predictand) Kestirici (Predictor)
Aciklanan degisken (Explained variable)  Aciklayici degisken (Explanatory variable)
Tepki degiskeni  (Response variable) Denetim degiskeni  (Control variable)

A
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istatistiksel Modelleme Girdi ve cikti degiskenleri

Istatistiksel Model (1)

@ Girdi ve ¢iktl degiskenleri arasindaki iligkiyi incelemek igin istatis-
tiksel modellerden yararlaniriz:

Istatistiksel model

Istatistiksel model (statistical model), anakiitleden gelen érneklem ve-
rilerinin nasil olustugunu agiklayan matematiksel fonksiyondur.

@ Bir istatistiksel modelin en genel gdsterimi asagidaki gibidir:
Y=FfX)+e€

@ Burada f sabit ancak bilinmeyen bir matematiksel fonksiyondur.
X’lerin Y hakkinda sagladigi tim sistematik bilgi budur.

@ Soldaki ¢ (epsilon okunur) ise X’lerden bagimsiz ve ortalamasi
sifir olan rastsal hata terimi (random error term) olarak adlandirilir.

@ fyi ve €u anlamak igin énceki bélimdeki Ucret veri setine geg
ddénelim ve Sekil 2'yi inceleyelim.
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istatistiksel Modelleme Girdi ve cikti degiskenleri

Istatistiksel Model (2)
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Sekil 2: Gelir ve egitim iliskisini gésteren istatistiksel model I
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istatistiksel Modelleme Girdi ve cikti degiskenleri

statistiksel Model (3)

@ Sekildeki veri seti simllasyon yoluyla olusturuldugu icin bu 6r-
nekte f bellidir ve sag panelde mavi gizgi ile gosterilmigtir.

@ Buradaki dikey cizgiler hata terimi olan €’lari géstermektedir.

@ Hatalarin bir bdlimunin fonksiyon ¢izgisinin Ustinde, digerlerinin

ise gizginin altinda kaldigini ve ortalamalarinin yaklasik sifir ola-
cagina dikkat ediniz.

@ Sekilde egitim slresi arttikga gelirin dnce artarak arttigi ve bir
noktadan sonra da azalarak artmaya basladigi anlasiimaktadir.

@ Ancak uygulamada X ve Y arasindaki iligkiyi belirten f fonksiyo-
nunu kesin olarak bilmek olanaksizdir.

@ Gercek hayatta elimizdeki tek bilgi sol panelde gdsterilen veriler-
dir. Dolayisiyla f’yi tahmin (estimate) etmemiz gerekir.
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istatistiksel Modelleme

Istatistiksel Model (4)

o istatistiksel modellerde genellikle birden fazla girdi bulunur. Ornek

olarak, bir yerine iki adet X degiskeni oldugu zaman f’yi asagidaki
gibi G¢ boyutlu bir ylzey ile gbsterebiliriz:
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Sekil 3: Gelir, egitim siresi ve kidem arasindaki iligki ,\
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istatistiksel Modelleme Kestirim ve gikarsama

Ders Plani

@ istatistiksel Modelleme

@ Kestirim ve ¢ikarsama
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istatistiksel Modelleme Kestirim ve gikarsama

Kestirim

@ Bir istatistiksel modeli tahmin etmenin iki amaci vardir: kestirim
(prediction) ve cikarsama (inference).

@ Kestirim, eldeki verili X deg@erlerini kullanarak buna karsilk gelen
Y degerini tahmin etmek demektir. Bunu sdyle gdsterebiliriz:

Y =#X)

@ Yukarida gériilen”(sapka) simgesi tahmin anlamindadir.

@ Kestirim uygulamasinda tahmin edilen f'yi bir kara kutu olarak go-
rartz. Igerigine degil, dogru sonug verip vermedigine bakariz.

A

A. Talha Yalta (TOBB ETU) istatistiksel Ogrenme Siirlim 0,93 13/64



istatistiksel Modelleme Kestirim ve gikarsama

Azaltilabilen Hata ve Azaltilamayan Hata (1)

@ Kestirilen Y degerinin dogruluk derecesi iki biiyiiklige baghdir:
Azaltilabilen hata ve azaltilamayan hata

@ Azaltilabilen hata, daha iyi ve uygun bir istatistiksel 6grenme araci
kullanilarak kaginilabilecek olan hatalardir.

@ Azaltilamayan hata ise rastsal hata teriminden kaynaklanir. Y ayni
zamanda €’a da bagh oldugu icin bundan kaginmak olanaksizdir.

@ Peki, e neden vardir? Hata terimi genel olarak (1) élgemedigimiz,
(2) hatah 6lgebildigimiz, (3) gbz ardi ettigimiz ya da (4) hi¢ bile-
medigimiz degiskenlerin ortak etkisini gosterir.

@ Bunlarin Y ve X’lerden bagimsiz ve birbirlerinin etkisini yok ettik-
leri igin sifir ortalamaya sahip olduklari kabul edilir.
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istatistiksel Modelleme Kestirim ve gikarsama

Azaltilabilen Hata ve Azaltilamayan Hata (2)

@ Azaltilabilen hata ile azaltilamayan hatayi aciklamak icin 7 ve X’lerin
sabit oldugunu varsayalim. Bu durumda sunu yazabiliriz:

E(Y — V)2 = E[f(X) + ¢ — (X)]?
= [f(X)+e—F(X)? + var(e)
N’

Azaltilabilen Azaltilamayan

@ Burada E(Y — Y)?, kestirim hatasinin karesinin beklenen degeri-
dir. Kisaca ortalama hatanin karesidir.

@ var(e) ise hata terimine ait varyans (variance) degeridir.

@ Goraldagu gibi, istatistiksel 6grenmedeki amacimiz azaltilabilen
hatayr minimize etmektedir.

@ Ancak uygulamada e’dan kaynaklanan bir kestirim hatasi her za-

man olacaktir. I\
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istatistiksel Modelleme Kestirim ve gikarsama

Cikarsama

@ Veri ¢dziimlemesinde belli bir Y degerini kestirmek disinda cogu
zaman cikarsama da yaplilr.

@ Burada amag Y’nin X’lerden nasil etkilendigini anlamaktir. Bu du-
rumda f fonksiyonunu bir kara kutu olarak gérmeyiz.

@ Cikarsama yaparak asagidaki sorulara yanit arariz:
Hangi X degiskenleri Y Gzerinde etkilidir?
Y ile her bir X degiskeni arasindaki iliski nedir?
Y’nin X’lerle iligskisi dogrusal mi yoksa daha karmasik midir?

@ Ornek olarak, ev satisi yapan bir firmayi ele alahim.

@ Burada daire genisligi bir m? artarsa fiyatin ne kadar artacagt,
dairenin 6n cephede olmasinin ya da ¢cocuk odasinda banyo bu-
lunmasinin fiyati nasil etkilecegi ¢ikarsamanin konusudur.

@ Belli bir dairenin yalnizca fiyatini tahmin etmek isteseydik bu kes-
tirim konusu olurdu. I\
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Tahmin Konusu
Matematiksel Gosterim

@ Tahmin konusuna gecmeden 6nce kullanacagimiz matematiksel
gOsterimden kisaca s6z edelim.

@ Bu derste ele alacagimiz birgok farkli ydntemi agiklarken ya da
bunlari karsilastirirken ortak bir gésterimden yararlanacagiz.

@ Ornek olarak, veri setimizin uzunlugunu n olarak belirleyecegiz.

@ Diger bir deyisle elimizde n adet gbézlem oldugunu diglnecek ve
bunlari j olarak adlandiracagiz: i = 1,2,...,n.

@ Aciklayici degisken sayimiz ise p olacak ve bunlari da j harfi ile
gosterecegiz: j=1,2,...,p.

@ Degiskenleri Y ve X’ler seklinde bliylk harflerle yazacagiz.

@ Tekil gozlemler ise Xj, seklinde kl¢uk harf olacak.

@ Ornek olarak, xy; dedigimiz zaman bu, birinci gdzlemdeki birinci
X degiskeni anlamina gelecek.

@ TUm X degiskenlerine birlikte egitim verileri (training data) diye-

Cegiz: Xj = (Xf1 53(1'27 . 7Xip)T R I
@ Amacimiz Y = f(X) olacak sekilde f tahminini bulmak olacak. \
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Tahmin Konusu Parametrik ve parametrik-disi ydntemler

Ders Plani

e Tahmin Konusu
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Tahmin Konusu Parametrik ve parametrik-disi ydntemler

Parametrik ve Parametrik-digl Yontemler

@ Matematiksel gdsterimi acgikladiktan sonra artik f fonksiyonunun
nasil tahmin edilecedi konusuna gegebiliriz.

@ Veri ¢dzlmlemesinde amacimizin kestirim mi yoksa cikarsama
mi olduguna bagh olarak farkh yéntemler kullanilabiliriz.

o Ornek olarak, dogrusal (linear) modeller gérece basit ve anlasila-
bilir yapilari nedeniyle yorumlama kolayligi saglar.

@ Dolayisiyla bunlar gikarsama amaci igin daha uygundur.

@ Dogrusal olmayan (non-linear) modelleri ise yorumlamak gugttr
ama bunlar da kestirim konusunda ¢ogu zaman daha basarihdir.

@ Bu derste f fonksiyonunu tahmin etmek icin cok sayida dogrusal
ve dogrusal-disi ydntem gdrecegiz.

@ Bu ydntemleri genel olarak parametrik (parametric) ve parametrik-
disi (non-parametric) seklinde iki gruba ayirabiliriz. I\
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Tahmin Konusu Parametrik ve parametrik-disi ydntemler

Parametrik Yontemler (1)

Parametrik yontemlerde iki adimli bir yaklasim izlenir.

@ ilk adimda fnin fonksiyon yapisina karar verilir. Ornek olarak,
sOyle bir dogrusal model (linear model) kullanabiliriz:

Y = Bo+ B1 X1 + BoXo+ -+ BpXp

Dogrusallik varsayimi model tahminini kolaylastirir. Cok karmasik
olabilecek bir fonksiyonla ugrasmak yerine p + 1 adet katsayiyi
tahmin etmek burada yeterli olur.

@ ikinci olarak, elimizdeki verileri modele yakistirmak (fitting), diger
bir deyisle modeli egitmek (training) isteriz. Béylece, modeldeki
katsayilari tahmin ederiz:

Y = By + 51 Xi + BaXo+ -+ BpXp

Bu iglemin birgok farkh yolu vardir. Bunlar i¢cinde en yaygini is
siradan enkuguk kareler (ordinary least squares) yontemidir. j\
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Tahmin Konusu Parametrik ve parametrik-disi ydntemler

Parametrik Yontemler (2)

@ Parametrik ydntemde fonksiyon yapisini biz belirledigimiz i¢in tah-
min sdreci oldukga kolaylasir.

@ Ancak gercek hayatta degiskenler arasindaki karmasik iligkileri
dnceden bilmek zordur.

@ Dolayisiyla parametrik yaklagsimin olasi sakincasi agiri basit bir
model kullanmaktir.

o Ornek olarak, basta s6z ettigimiz egitim siiresi, kidem ve gelir ara-
sindaki iligkiyi parametrik yéntemle tahmin etmek icin asagidaki
dogrusal modeli kullanalim:

Gelir ~ B9 + 1 Egitim + 8> Kidem.

@ Elimizdeki verileri siradan enklguk kareler yéntemi ile modele ya-
kigtiracak olursak Sekil 4’teki tahmin ylzeyini elde ederiz. I\
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Tahmin Konusu Parametrik ve parametrik-disi ydntemler

Dogrusal Modelin SEK Ydéntemi ile Tahmin Edilmesi

@ Dogrusal modelin Sekil 3'te gérdiguimuz gercek f'deki egri ylzeyi
yakalayamadigi anlasiliyor. Ancak kigUk bir veri seti ile yapilabi-
lecek en iyi tahmin belki de bu olabilir.

Sekil 4: Gelir, egitim, kidem iligkisinin dogrusal model ile tahmini I\
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Tahmin Konusu Parametrik ve parametrik-disi ydntemler

Parametrik-disi Yontemler (1)

@ Parametrik-disi yontemler f'nin fonksiyon yapisi konusunda bir
varsayimda bulunmaz. Bunun yerine eldeki verilere en iyi yakisan
fonksiyonu bulmaya c¢alisir.

@ Bu ydntemde tahmin sonuglarinin agir diz ya da asin egri ol-
mamasi énemlidir. Bunun igin uygun bir dizlestirme (smoothing)
derecesi segmek gereklidir.

@ Parametrik-disi yaklagimi kullanarak degiskenler arasindaki gok
karmasik iliskileri dikkate alabiliriz.

@ Ancak bu yaklasimin sakincasi da bu ig igin ¢ok daha fazla veriye
gereksinim duymalaridir.

@ Parametrik-digl ydnteme 6rnek olarak, simdi de gelir modelimizi
ince-katman spline (thin-plate spline) yéntemi ile tahmin edelim.
Buradan elde edilen sonuglar Sekil 5’te gdsterilmistir. I\
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Tahmin Konusu Parametrik ve parametrik-disi ydntemler

Dogrusal Modelin SEK Ydéntemi ile Tahmin Edilmesi

@ Bu sekilde spline ydntemi icin ylksek bir diizlestirme degeri kul-
laniimigtir. Tahmin edilen ylizeyin daha énce Sekil 3’'te gbsterilen
gercek duruma ¢ok yakin oldugu gérillyor.

Sekil 5: Gelir, egitim, kidem iligkisinin diizgin ince-katman spline ile tahmA
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Tahmin Konusu Parametrik ve parametrik-disi ydntemler

Dogrusal Modelin SEK Ydéntemi ile Tahmin Edilmesi

@ Burada ise spline igin dusuk bir dizlestirme uygulanmigtir. Bu-
rada asiri yakisma (over fitting) s6z konusudur. Elde edilen sonug

gercek durumu tam yansitmamaktadir.
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Sekil 6: Gelir, egitim, kidem iligkisinin engebeli ince-katman spline ile tahmﬁ\
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Tahmin Konusu Kesinlik ve yorumlanabilirlik

Ders Plani

e Tahmin Konusu

@ Kesinlik ve yorumlanabilirlik
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Tahmin Konusu Kesinlik ve yorumlanabilirlik

Kesinlik ve Yorumlanabilirlik (1)

@ Bu derste gbrecegimiz cok sayida ydntemden bazilari uygulama
konusunda esnek, bazilari ise kisitlayicidir.

@ Ornek olarak dogrusal regresyon gdrece kisitlayicidir ¢iinkii yal-
nizca dogrusal fonksiyonlara izin verir.

o Ote yandan ince-katman spline yéntemi f fonksiyonu icin oldukca
ayrintili sekiller Uretebildigi igin esnektir.

@ Peki, esnek yéntemler varken neden kisitlayici bir ydontem kulla-
nalim? Bunun yaniti ikisi arasindaki kesinlik (accuracy) ve yorum-
lanabilirlik (interpretability) farkidir.

@ Esnek yontemler kullanarak degiskenler arasindaki gok karmasik
iliskileri dikkate alabiliriz. Dolayisiyla bunlar kestirim konusunda
genellikle daha basarilidir.

@ Kisitlayici yéntemler ise gbérece basit ve anlasilabilir yapilari ne-
deniyle anlamasi ve yorumlamasi kolay sonuglar dretirler.

@ Kesinlik ve yorumlanabilirlik ddiinlesmesi Sekil 7’deki gibidir. \
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Tahmin Konusu Kesinlik ve yorumlanabilirlik

Kesinlik ve Yorumlanabilirlik (2)
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Sekil 7: Kesinlik ve yorumlanabilirlik arasindaki é6dinlesme ,\
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Tahmin Konusu Kesinlik ve yorumlanabilirlik

Kesinlik ve Yorumlanabilirlik (3)

@ Sekilde cesitli istatistiksel 6grenme ydntemlerinin esnekligi art-
tikca yorumlanabilirliginin distiga gértlmektedir.

@ Ornek olarak, Béliim 8'de ele alacagimiz boosting ile Balim 9'da
gbreceg@imiz destek vektdr makineleri oldukg¢a esnek araglardir.

@ Ancak bunlarin rettigi f fonksiyonu tahminleri son derece karma-
sik olabildigi i¢in her bir X’in Y Gzerindeki etkisini anlamak zordur.

@ 7.Bodlimde tartisacagimiz genellemeli toplamli modeller ise 3 Bo-
limde gbrecegimiz dogrusal regresyon yaninda daha esnektir.

@ Yine, 6. Béliimde inceleyecegimiz kement (lasso) yontemi de bazi
parametreleri sifira esitledigi icin dogrusal regresyona goére daha
katidir ancak bu durum yorumlamada kolaylik saglar.

@ Peki, yorum yapmakla ilgilenmiyorsak ne olacak? Amacimiz yal-
nizca kestirim yapmak ise en esnek yéntem en iyisi midir?

@ Hayir! Esnek yéntemler eger dogru kullanilmazsa asiri yakisma
(overfitting) sorununa neden olurlar. Bu durumda yorumlanabilirli
pahasina kazanilan kesinlik kolayca kaybedilir. ,\
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Tahmin Konusu Denetimli ve denetimsiz 6grenme

Ders Plani

e Tahmin Konusu

@ Denetimli ve denetimsiz 6grenme
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Tahmin Konusu Denetimli ve denetimsiz 6grenme

Denetimli ve Denetimsiz Ogrenme

o istatistiksel 6grenme siirecleri parametrik ve parametrik-disi ayri-
mina ek olarak, denetimli (supervised) ve denetimsiz (unsupervi-
sed) olarak da ikiye ayrilir.

@ Denetimli 6grenmede x;,i = 1,2,...,n seklinde n adet gdzlem
iceren X degiskenleri ve bunlara karsilik y; degerleri vardir.

@ Dogrusal regresyon ve lojistik regresyon gibi klasik yéntemlerin
yaninda GAM, boosting, destek vektér makineleri gibi birgok mo-
dern yéntem denetimli 6grenmeye érnektir.

@ Denetimsiz 6grenmede ise i = 1,2, ..., n seklinde gézlemler var-
dir ancak veri seti yalnizca X degiskenlerinden olusur.

@ Tepki degeri olarak y;’lerin olmadigi béyle durumlarda degiskenler
arasi iligkileri anlamak i¢in kime ¢ézumlemesi (cluster analysis),
diger bir deyisle kiimeleme (clustering) yapilabilir.

@ Kimeleme ydntemine basit bir 6rnek Sekil 8'de verilmistir. I\
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Tahmin Konusu Denetimli ve denetimsiz 6grenme

Kime C6zumlemesi (1)
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-
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Sekil 8: iki farkli veri seti icin kiime ¢dziimlemesi ,\
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Tahmin Konusu Denetimli ve denetimsiz 6grenme

Kime C6zimlemesi (2)

@ Sekilde iki farkh veri seti igin kime ¢ézUmlemesi yapilmigtir.

o iki drnekte de (¢ veri kiimesi bulunmaktadir. Bunlar burada farkli
renklerle gdsterilmigtir ancak gercekte kiimeler bilinmemektedir.

@ Sol paneldeki kimeleri ayristirmak daha kolaydir. Sagda ise ki-
meler 6rtlistigu icin hatasiz bir sonug elde etmek beklenemez.

@ Kime ¢dzimlemesi glinimizde sik kullanilan bir yaklagimdir.

@ Ornek olarak, bir firma bu yéntemle potansiyel misterileri ara-
sinda ¢ok ya da az harcama yapacaklari ayristirmak isteyebilir.

@ Eger elimizde harcama verileri bulunsaydi denetimli bir ¢6zim-
leme yapilabilirdi. Ancak gerceklesecek harcama genellikle 6nce-
den bilinmedigi icin en uygulanabilir ydntem budur.

@ Son olarak, ¢cogu durumda ikiden fazla degisken olacagina dikkat
ediniz. Eger elimizde p adet degisken varsa her bir degisken cifti
icin toplam p(p — 1)/2 farkh serpilim ¢izimi olusturulabilir.

@ Bunlari insanlarin yorumlamasi zor oldugu i¢in otomatik sinifla
dirma yapan gelismis yéntemler giderek énem kazanmaktadlr.y\
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Kesinligin Olgiilmesi Yakigmanin iyiligi
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Kesinligin Olgiilmesi Yakigmanin iyiligi

Yakismanin lyilii

@ Bu derste bir¢ok farkl veri ¢gézimleme teknigini agiklayacagimizi
sOylemistik. Peki, neden yalnizca en yeni ve en gelismis yéntemi
d6grenmiyoruz?

@ CUnki tim bu ydntemler icinde digerlerine her veri setinde Ustlin
gelebilen tek bir yéntem yoktur.

@ Dolayisiyla istatistiksel 6grenmedeki en 6nemli asamalardan biri
belli bir durumda en iyi sonucu verecek yéntemi belirlemektir.

@ Bu amacla, hesapladigimiz kestirimlerin gerceklesen degerlere
ne kadar yakin oldugunu 6lgmek isteriz.

@ Bunun icin yakismanin iyiligi (goodness-of-fit) dlgitleri kullaniriz.

A
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Kesinligin Olgiilmesi Yakigmanin iyiligi

Hata Kareleri Ortalamasi

@ En temel yakismanin iyiligi 6lcitlerinden biri hata kareleri ortala-
masi (mean squared error), ya da kisaca HKO (MSE) degeridir:

n
HKO = 3 "(yi ~ F(x))? = Ortalama(y; — 7(x))?
i=1

@ Goruldagu gibi HKO, elimizde bulunan x; ve y;’leri kullanarak yap-
tgimiz f(x;) ~ y; seklinde tahminlerin hata kareleri ortalamasidir.

@ Eger ?(x,-) = y; olursa HKO’nun da sifir olacagina dikkat ediniz.

@ Yukaridaki form0lU elimizde var olan verilerle hesaplariz. Dolayi-
siyla buna egitim HKO (training MSE) demek daha dogru olur.

@ Ancak bizi asil ilgilendiren sey elimizde bulunmayan test verileri
(test data) kullanirsak tahmin basarisinin ne olacagidir.

@ Elimizde olmayan test verilerine xg ve yy diyelim. Dolayisiyla biz
ashnda test HKO (test MSE) degerini bilmek istiyoruz:

HKO™s! = Ortalama(yy — #(x))? I\
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Kesinligin Olgiilmesi Yakigmanin iyiligi

Egitim HKO ile Test HKO lligkisi (1)

@ Genellikle elimizde test verileri yoktur. Bu durumda elde olanla ye-
tinip egitim HKO’yu minimum yapan ydntemi se¢mek isteyebiliriz.

@ Bu mantikli bir yaklasim gibi gériinir. Sonugta egitim verileri ile
test verileri birbirine yakin olmak zorundadir.

@ Ancak burada temel bir sorun ortaya ¢ikar: Egitim verilerini mini-
mum yapan yontem, test verilerinde de ayni basariyr géstermek
zorunda dagildir.

@ Uygulamada genellikle egitim HKO oldukca distUktir ama test
HKO cok daha yiksek ¢ikar.

@ Bu olguyu anlayabilmek i¢in Sekil 9'u inceleyelim.

A
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Kesinligin Olgiilmesi Yakigmanin iyiligi

Egitim HKO ile Test HKO lliskisi (2)
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Sekil 9: Yontem esnekligi ile HKO arasindaki iligki I\
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Kesinligin Olgiilmesi Yakigmanin iyiligi

Egitim HKO ile Test HKO lliskisi (3)

@ Sekilde sol paneldeki kiigik yuvarlaklar verilerdir. Siyah egri ise
bu verilerin geldigi gercek f fonksiyonudur.

@ Turuncu, mavi ve yesil cizgiler ise esnekligi giderek artan tg¢ farkl
yéntemi géstermektedir.

@ Turuncu cizgi dogrusal regresyon, mavi ¢izgi diizlestirme derecesi
yUksek bir spline, yesil ¢izgi ise dlzlestirme derecesi disuk bir
spline tahminidir.

@ Sag panelde bu U¢ ydntemin esneklikleri ve HKO degerleri g6-
riimektedir. Bir ¢izginin esnekligini ya da kivrimliligini serbestlik
derecesi (degree of freedom) belirler. Burada bunlar 2, 6 ve 23'tr.

@ Sagdaki gri renk egri her bir ydnteme ait egitim HKO degerleridir.

@ Bu veri seti belli bir formile gbre yapay olarak tretildigi icin test
verileri kolayca yaratilabilir. Dolayisiyla kirmizi egri de buna gére
hesaplanan test HKO degerleridir.

@ Son olarak, ortadaki yatay cizgi ise hata teriminin varyansi olu
azaltilamayan minimum hata dizeyini belirtmektedir. y\

A. Talha Yalta (TOBB ETU) istatistiksel Ogrenme Siirlim 0,93 39/64



Kesinligin Olgiilmesi Yakigmanin iyiligi

Egitim HKO ile Test HKO lligkisi (4)

@ Sekili inceledigimizde kullanilan yéntemin esnekligi arttikga egitim
HKO degerinin strekli azaldigi gérilmektedir.

e Ote yandan, test HKO degeri ise 6nce azalmakta ancak bir nok-
tadan sonra artmaya baslamaktadir.

@ Surekli azalan egitim HKO’suna karsilik U-geklindeki test HKO’su
istatistiksel 6grenmedeki temel olgulardan biridir.

@ Bu durum her veri seti ve her ydontemde karsimiza gikar.

@ Bunun nedeni ise asiri yakistirma (overfitting) sorunudur. Kisaca,
esneklik arttikga ydntemin agiri detayh ¢calismaya baglamasidir.

@ Bdylece, bilinmeyen gercek f fonksiyonunda gergekte olmayan,
rastlantisal olusmus degisiklikler icinde 6riintl yakalamaya caligir.

@ Egitim HKO ise sirekli diser ¢unkl yéntem bunu minimize eder.

@ Egitim HKO’su ile test HKO’su arasindaki bu iliski Sekil 10 ve Seki
11°de farkh veri setleri i¢in gdsterilmigtir.
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Kesinligin Olgiilmesi Yakigmanin iyiligi

YUksek Dogrusallik Durumunda Egitim ve Test HKO

@ Bu 0Ornekte gergek f dogrusala yakin oldugu igin test HKO bir
miktar azaldiktan sonra artmaya baglamaktadir. Dolayisyla uygun
yéntem dogrusal regresyondur.
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Sekil 10: Yéntem esnekligi ile HKO arasindaki iligki (yUksek dogrusalllk;,\
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Kesinligin Olgiilmesi Yakigmanin iyiligi

Disuk Dogrusallik Durumunda Egitim ve Test HKO

@ Bu drnekte ise gergek f diisik dogrusallik gésterdigi icin test HKO
10 serbestlik derecesine kadar azalip daha sonra artmaktadir.
Burada uygun yéntem dizlestirme derecesi ylksek spline’dir.
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Sekil 11: Yéntem esnekligi ile HKO arasindaki iligki (dUsuk dogrusalhk)/\
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Kesinligin Olgiimesi Yanlilik-varyans édiinlesmesi
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@ Yanhlik-varyans 6dunlesmesi
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Kesinligin Olgiimesi Yanlilik-varyans édiinlesmesi

Yanlilik-Varyans Odiinlesmesi (1)

@ Yukarida gérdigimiz U-seklindeki Test HKO'lar istatistiksel 63-
renme ydntemlerindeki iki farkli 6zelligin sonucudur.
@ Bunu gdstermek igin beklenen test HKO formdallini séyle yazalim:

E((yo — 7(x0))® = var(F(x0)) + Yanlilik [ (F(x0))]® + var(e)

@ Yukaridaki E((yo — ?‘(xo))2 ifadesi, test HKO’nun beklenen degeri
(ortalama deger) anlamindadir.

@ Sagdaki var(e) ise “azaltilamayan hata” degeridir. Diger terimler
negatif olamayacag: icin test HKO da var(e)’dan dusik olamaz.

@ Formiile gbre, disik HKO igin ayni anda hem distik varyans hem
de diistk yanlilhk saglayacak yontemi kullanmamiz gereklidir.

@ Varyans, elimizde farkli bir egitim veri seti olsaydi fnin ne kadar
degisecegini gosterir. Esnek yéntemlerde varyans daha yUksektir.

@ Yanlilk ise gercek hayati gbrece basit bir modele indirgemekte
kaynaklanir. Esnek yontemlerde yanllik genellikle duguktur. j
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Kesinligin Olgiimesi Yanlilik-varyans édiinlesmesi

Yanlilik-Varyans Odiinlesmesi (2)

@ Genel kural olarak, daha esnek yéntemler kullandikg¢a varyans ar-
tarken yanlilik da duser. Test HKO degerinin artmasi ya da azal-
masi bu ikisinin degisim hizina baghdir.

@ Daha esnek bir ydontem kullandik¢a ilk baglarda yanlihk hizla di-
serken varyans ise ¢ok artmaz.

@ Ancak bir noktadan sonra esnekligi daha fazla artirmak yanlilig
¢ok etkilemeyip varyansin hizla artirmasina yol agar. Béylece, test
HKO ylkselmeye baglar.

@ iste, bu iliskiye yanlilik-varyans édiinlesmesi (bias-variance trade-
off) diyoruz.

@ Bu 6dlnlesmeyi daha iyi anlamak icin 6nceki érnekte gérdigu-
muz G¢ farkl egitim-test HKO grafiklerini birlikte inceleyebiliriz.

Bunlar Sekil 12'de verilmistir. I\
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Kesinligin Olgiimesi Yanlilik-varyans édiinlesmesi

Yanlilik-Varyans Odiinlesmesi (3)

QA : Q1 | = HKO
: === Yanlilk
: Varyans
S T IT. T T e T T T T o T T T T
2 5 10 20 2 5 10 20 2 5 10 20
Esneklik Esneklik Esneklik
Sekil 12: Yanlilik-varyans édunlesmesi I\
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Kesinligin Olgiimesi Yanlilik-varyans édiinlesmesi

Yanlilik-Varyans Odiinlesmesi (4)

@ Sekildeki her G¢ panelde de kulanilan yéntemin esnekligi arttikga
yanlhk azalirken varyansin da arttig1 gérultyor.

o Ote yandan, en disilk test HKO icin gerekli esneklik derecesi (ic
ornekte de farklilik gésteriyor.

@ Dik cizgiler ise test HKO’yu minimize eden esneklikleri veriyor.

@ Buradan istatistiksel 6grenmedeki asil zorlugun bu dik gizgilerdeki
test HKO dizeyini saglayan ydntemi bulmak oldugunu anliyoruz.

@ Bu derste gbrecegimiz bazi ydontemler o kadar esnektir ki varyansi
timiyle yok edebilir. Ancak farkli uygulamalarda bunlarin basit
yontemlerden daha basarili sonug vereceginin garantisi de yoktur.

@ Sonug olarak, veri gézimlemesinde yanlilik-varyans ddinlesme-
sini her zaman g6z énunde bulundurmalyiz.
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Kesinligin Olgiimesi Siniflandirmada kesinlik
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@ Siniflandirmada kesinlik
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Kesinligin Olgiimesi Siniflandirmada kesinlik

Siniflandirma Cézimlemesi

@ Model kesinliginin élgtilmesine ybnelik yukaridaki tartismamizda
regresyon érnegini kullandik. Ote yandan, regresyon igin vurgula-
digimiz noktalar diger yontemler icin de gecerlidir.

@ Ornek olarak, istatistiksel 6grenmede sikca kullandigimiz bir di-
ger yaklasim siniflandirma (classification) ¢é6zimlemesidir.

@ Siniflandirmada da amacimiz aynidir. {(x1,y1),...,(Xn,¥n)} sek-
lindeki egitim veri setini kullanarak f fonksiyonunu tahmin ederiz.

@ Ancak burada yq,...,y, tepki degiskeni nicel (quantitative) degil,
nitel (qualitative) degerlerden olusur.

@ Nitel degigkenler, Universite mezunu olup olmama ya da kadin ve
erkek gibi farkli siniflandirmalari gésterir.

@ Bunlar farkli kategorileri belirten 0, 1, 2 gibi sabit ve kisith degerler
alir. Bu yiizden bunlara kategorik (categorical) degisken de denir.

@ Bir veri setinde X’ler de Y’ler de kategorik olabilir. Ancak Y degis;
keni eger nitel ise bu durumda siniflandirma ¢éziimlemesi olur,
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Kesinligin Olgiimesi Siniflandirmada kesinlik

Hata Orani

@ Siniflandirma ¢6zimlemesinde egitim HKO yerine egitim hata orani
(training error rate) dlgcttiinden yararlanirz:

n
Hata Orani = %Z I(y; # §;) = Ortalama(/(y; # )
i—1

@ Yukarida J;, f'yi kullanarak i gdzlemi igin tahmin ettigimiz siniftir.

e I(y; # y;) ifadesine ise gosterge degiskeni (indicator variable) de-
riz. Belli bir i gézlemi icin y; # y; oldugu zaman hatali tahmin var
demektir ve / = 1 olur. Aksi durumda / = 0 degerini alir.

@ Yukaridaki formile egitim hata orani deriz ¢link( hesaplarken eli-
mizdeki egitim verilerini kullaninz. Ancak, aslinda ilgilendigimiz
sey test hata orani (test error rate) degeridir:

Hata Orani ™ = Ortalama(/(yo # J))

@ Burada yy, elimizde olmayan test verilerinden gelecek y’Ierdir.I
@ En iyi siniflandirma ise en dusuk test hata oranini verendir. \
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Kesinligin Olgiimesi Bayes siniflandirici
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@ Bayes siniflandirici
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Kesinligin Olgiimesi Bayes siniflandirici

Bayes Siniflandirici (1)

@ Test hata oranini minimum yapan en ideal yéntem Bayes siniflan-
dirici (Bayes classifier) adi verilen olasilik hesaplamasidir.

@ Bu yOntemde her bir xg gézlemi i¢in
Pr(Y =j|X = xp)

olasiligr maksimum olacak sekilde j sinifi segilir.

@ Burada Pr, olasilik (probability) demektir. Parantezin igindeki | isa-
reti ise “verili” seklinde okunur.

@ Dolayisiyla yukaridaki ifade X = xo durumu verili iken Y = j olma
kosullu olasiligi (conditional probability) anlamina gelir.

@ Goruldagu gibi, Bayes siniflandiricinin yaptigi sey her bir gbzlem
icin en yUksek olasiliga sahip sinifi se¢mektir.

@ iki siniftan olusan bir ¢dziimlemede gerceklesme olasilig yiizde
50’den ylUksek olan sinif segilir.

@ Bu basit duruma yénelik bir 6rnek Sekil 13’te verilmigtir. I\
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Kesinligin Olgiimesi Bayes siniflandirici

Bayes Siniflandirici (2)

Xy

Sekil 13: Bayes siniflandiriciya gére yapilmis siniflandirma érnegi I\
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Kesinligin Olgiimesi Bayes siniflandirici

Bayes Siniflandirici (3)

@ Sekilde Xi ve Xo> degiskenlerinden olusan similasyon verileriyle
ikili bir siniflandirma ¢ézimlemesi yapiimistir.

@ Turuncu ve mavi daireler iki farkli sinifa ait gdzlemlerdir. Farkli X;
ve X, degerlerine bagli olarak her bir gézlemin turuncu ya da mavi
olma olasihgi farkhdir.

@ Bu 6rnekte veriler belli bir formdl kullanilarak yapay olarak olustu-
ruldugu icin ¢ok sayida test verisi olusturmak mimkdnddr. Bunu
yaparak X; ve X igin kosullu olasiliklari hesaplayabiliriz.

@ Bu islem sonucunda turuncu olma olasiligi %50°den yiksek olan
boélge turuncu noktalarla taranmigtir. Pr(Y = mavi|X1,X2) > %50
olan boélge de benzer sekilde mavi renkle taranmistir.

@ Ortadan gecen kesikli gizgiye ise Bayes karar siniri (Bayes deci-

sion boundary) adi verilir. I\
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Kesinligin Olgiimesi Bayes siniflandirici

Bayes Hata Orani

@ Bayes siniflandirici en disuk test hata oranini veren yéntemdir.

@ Ancak burada da eldeki verilerden kaynakli olarak bir hata orani
s6z konusudur. Buna Bayes hata orani (Bayes error rate) denir:

Bayes Hata Orani =1 — E(maxPr(Y = j|Xi ,X2)>
j

@ Formile gbre Bayes hata orani, yukarida agikladigimiz kural uy-
gulanarak her sinif igin maksimum yapilan oranin 1’den farkidir.

@ Bu oran daha 6nce tartistigimiz “azaltilamayan hata” kavrami ile
yakindan iligkilidir.

A
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Kesinligin Olgiimesi K-enyakin komsu siniflandirici
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@ K-enyakin komsgu siniflandirici
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Kesinligin Olgiimesi K-enyakin komsu siniflandirici

K-Enyakin Komsu (1)

@ Uygulamada tim siniflandirmalarimizi Bayes hata orani minimum
olacak sekilde yapmak isteriz.

@ Ancak gergek hayatta Y’nin X’e bagli kosullu olasiliklarini bileme-
digimiz igin Bayes siniflandiriciyr kullanmak olanaksizdir.

@ Bunun yerine kosullu olasiliklari tahmin etme yoluna gideriz.

@ Bu amagla kullanilan en yaygin yéntemlerden biri K-enyakin komsu
(K-nearest neighbor) ya da kisaca K-EK (K-NN) siniflandiricidir.

@ Bu yéntemde ilk 6nce pozitif tam sayi olan bir K degeri belirlenir.

@ Daha sonra her bir xo gdzlemi igin bu gézleme en yakin diger K
adet gdzlem secilir. Boylece, Ny adi verilen bu set icinden

Pr(Y =jIX = x0) = & Z I(yi = J)
IGN()
orani bulunarak her bir j’ye ait kosullu olasilik tahmin edilir.
@ Son olarak, Bayes kurali uygulanarak her bir gdzlem igin en y[?
sek olasilikl sinif belirlenir. Yontem Sekil 14’te gdsterilmigtir. \
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Kesinligin Olgiimesi K-enyakin komsu siniflandirici

K-Enyakin Komsu (2)

Sekil 14: K-enyakin komsu yéntemine gore yapilan siniflandirma 6rnegii\
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Kesinligin Olgiimesi K-enyakin komsu siniflandirici

K-Enyakin Komsu (3)

@ Sekildeki sol panelde K-EK ydénteminin nasil uygulandigr agiklan-
mistir. Bu érnekte K = 3 olarak belirlenmisgtir.

@ Carpi isareti ile gosterilen noktanin sinifini tahmin etmek istedigi-
miz digtnelim. Bunun i¢in en yakin 3 gdzlemin sinifina bakariz.

@ Daire ile g6sterilen alan iginde x noktasina en yakin 2 adet mavi
ve 1 adet turuncu gézlem bulunmaktadir.

@ Bu durumda mavi olasiligi ylzde 67, turuncu olasiligi ise ylzde
33'tur. Dolayisiyla ¢arpi noktasi igin tahminimiz de mavi olur.

@ Bu islemi sekildeki tim noktalara uygulayarak sag panelde gdste-
rilen mavi ve turuncu boélgeleri hesaplayabiliriz.

@ Bdylece, bblgeleri ayiran K-EK karar sinirini da bulmus oluruz.

@ Simdlasyon verileriyle yaptigimiz yukaridaki érnek icin K-EK ile
Bayes siniflandiricilarinin karsilastirmasi Sekil 15°te verilmig,tir,\
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Kesinligin Olgiimesi K-enyakin komsu siniflandirici

K-Enyakin Komsu (4)

K-Enyakin Komsu: K=10

Xs

Xy

Sekil 15: K-enyakin komsu ile Bayes siniflandiricilarin kargilagtirmasi I\
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Kesinligin Olgiimesi K-enyakin komsu siniflandirici

K-Enyakin Komsu (5)

@ Sekilde goérildiga gibi, K-EK siniflandirici uygulamada Bayes’e
olduk¢a yakin sonuglar Uretebilmektedir.

@ Ancak basta tartigtigimiz yanhlik-varyans édiinlegsmesi burada da
gecerlidir. Bu da K-EK’in esnekligini belirleyen K degeri ile yakin-
dan iligkilidir.

@ K =1ve K =100igin elde edilen tahminler Sekil 16’da verilmistir.

@ Bu sekili inceledigimizde K eger ¢ok kigik olursa yéntemin asiri
esnek sonuglar Urettigi gérilmektedir. K ¢cok blyilk oldugunda ise
dogrusala yakin, agiri kati bir tahmin ortaya ¢gikmaktadir.

@ Esneklik arttikgca egitim ve test hata oranlarinin nasil degistigi ise
Sekil 17°de verilmistir. Daha 6nce tartistigimiz U-seklindeki test
hata oraninin burada da gecerli olduguna dikkat ediniz.

@ Sonug olarak, tiim istatistiksel 6grenme yéntemleri icin dogru es-
neklik diizeyini segmek son derece énemlidir. En iyi esnekligi be;
lirlemeye yarayan ydntemleri Bolim 5’te gbrecegiz. I
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Kesinligin Olgiimesi K-enyakin komsu siniflandirici

K-Enyakin Komsu (6)

K-Enyakin Komsu: K=1 K-Enyakin Komsu: K=100

Sekil 16: K =1 ve K = 100 icin K-enyakin komsu karar sinirlari I\
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Kesinligin Olgiimesi K-enyakin komsu siniflandirici

K-Enyakin Komsu (7)
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Sekil 17: K-enyakin komgu ydnteminde egitim hata orani ile test hata oray\
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Kesinligin Olgiimesi K-enyakin komsu siniflandirici

Ontimiizdeki Dersin Konusu ve Odev

Kitaptan Boliim 2 “Istatistiksel Ogrenme” okunacak.

Oniimiizdeki Ders
Regresyon Ydéntemi
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