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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar
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Normallik Varsayimi ve lligkin Dagilimlar Hata Teriminin Olasilik Dagilimi

Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Hata Teriminin Olasilik Dagilimi

Ekonometrik ¢cdziimlemede amag yalnizca OBI'yi hesaplamak
degil, ayni zamanda ABI'ye iliskin gikarsama ve cesitli 5Snsav
sinamalari da yapabilmektir.

Bu dogrultuda u; hatalarinin olasilik dagiliminin bilinmesi ya da
belirlenmesi iki nedenden dolayl 6nemlidir:

@ SEK bir katsay hesaplama ydéntemidir. OBi'den ABi'ye
ybnelik ¢cikarsama yapmada tek basina ise yaramaz.

@ [ ve 3, tahmincileri Y’nin dogrusal islevi ve Y’nin kendisi
de uj'lerin bir dogrusal islevidir. Oyleyse, 31 ve o'nin
drneklem dagilimlari u;’lerin olasilik dagilimina iligkin
varsayimlara dayanmaktadir.
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Hata Teriminin Olasilik Dagilimi

@ Daha 6nce ele alinan klasik dogrusal baglanim modeli
(KDBM), u; hata teriminin olasilik dagilimi ile ilgili herhangi
bir varsayimda bulunmaz.

@ Almasik olarak, “Klasik Normal Dogrusal Baglanim Modeli”
(Classical Normal Linear Regression Model) ya da kisaca
“‘KNDBM” (CNLRM) ise u;’lerin normal dagildigini varsayar.
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Normallik Varsayimi

KNDBM, her bir u;'nin asagidaki degerlerle normal dagildigi
varsayimini getirir:

Ortalama: E(u;)) =0
Varyans:  Efu;— E(u )] E(u?) = o?
Kovaryans: cov(u;, u;) = /;éj

@ Bu varsayimlar kisaca u; ~ N(0, o2) seklinde de gosterilir.

@ Buradaki (~), “dagilimli” (distributed) anlamina gelir. N ise
normal dagilimi géstermektedir.
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Normallik Varsayimi

o Iki rastsal degiskenin kovaryansinin sifir olmasi bu iki
degiskenin bagimsiz oldugunu gésterir.

@ Bu nedenle u; ~ N(0, 0?) yerine u; ~ NBD(0, 02) de
yazilabilir.

@ Burada NBD “normal ve bagimsiz dagihmli” (normally and
independently distributed, kisaca NID) demektir.
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Normallik Varsayimi ve lligkin Dagilimlar Hata Teriminin Olasilik Dagilimi

Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Normallik Varsayiminin Nedenleri

Normallik varsayiminin nedenleri sunlardir:

Q Merkezi limit kanitsavina gore bagimsiz ve dzdes dagilimli
(BOD) rastsal degiskenlerin toplam dagihmi, degisken
sayisi sonsuza yaklastikga normale yakinsar.

© Merkezi limit kanitsavina goére degisken sayisi ¢ok fazla
olmasa ya da degiskenler tam bagimsiz dagilmasalar bile
toplamlari normal dagilabilir.

© Normal dagilan degiskenlerin dogrusal islevleri de normal
dagiir. (Ornek: 34, 3o ve 62)

© Normal dagilim yalnizca iki katsayi (ortalama ve varyans)
iceren basit, istatistiksel dzellikleri iyi bilinen bir dagilimdir. ——

e
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Normallik Varsayimi Altinda SEK Tahmincileri

31 ve Bg SEK tahmincileri ile 62 varyans tahmini, normallik
varsayimi altinda su istatistiksel 6zellikleri tagirlar:
@ VYansizdirlar. Diger bir deyisle beklenen degerleri gercek
degerlerine esittir. Ornek: E(51) = 4.
@ [ ve [ tahmincileri, dogrusal ve dogrusal-disi tiim yansiz
tahminciler iginde enaz varyanslidir.

© Tutarlhdirlar. Orneklem sonsuza dogru bliyiirken gercek
degerlerine yakinsarlar.

@ 4 soyle dagilr: By ~ N(B1,02).
© [ sdyle dagilir: 5o ~ N(ﬁg,O‘EZ).
@ [ ve (> tahmincileri 62'dan bagimsiz olarak dagilirlar.

@ (n—2)52/02 degeriise n— 2 sd ile x? dagilimlidir. Bu bilgi a;
o?'ye iligkin gikarsamalarda 62'den yararlanabilmek igindir.f o
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Normallik Varsayimi Altinda SEK Tahmincileri

@ Normallik varsayimi yardimi ile 3; (normal), 3» (normal) ve
52 (ki-kare ile ilgili) drneklem dagilimi bilgilerine ulagiyoruz.

@ Bu durum gtiven araliklarini belirlemek ve 6nsav sinamasi
yapabilmek icin dnemlidir.

@ Dikkat: Y;ler u;'lerin bir iglevi olduguna gére, u; ~ N(0, o?)
varsayimi altinda Y; ~ N(3y + B2X;, o) olur.
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Normal Dagilimla iligkili Dagilimlar

@ F, t ve ki-kare (x?) olasilik dagilimlari temelde normal
dagilimla iligkilidirler.

@ Bu dagilimlarin normal dagilimla iligkilerini 6zetleyen yedi
kanitsav bulunmaktadir.

@ Bu kanitsavlarin uygulamadaki 6nemi bUyUktir. Yararlari
ileride daha iyi anlasilacaktir.
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Kanitsav 1

Kanitsav 1

21,2, ...,2Z, degiskenleri Z; ~ N(u;, a,?) olan normal ve
bagimsiz dagilimh rastsal degiskenler olsun. Bu durumda
Z = k;Z; toplami da asagida verilen ortalama ve varyans ile

normal dagilir.
E(Z) = )_ kipi
var(Z) = 3" k2o?

@ Kisaca normal rastsal degiskenlerin dogrusal bilegimleri de
normal dagilir.

@ Ornek: Z; ~ N(10,2) ve Z> ~ N(8;1,5) varsayalim ve Z
rd'side Z = 0,8Z; + 0,22, olsun. Buna gére Z

0,8(10) + 0,2(8) = 9,6 ortalama ve e
0,64(2) + 0,04(1,5) = 1,34 varyans ile Ry
Z ~ N(9,6;1,34) olur. s
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Kanitsav 2

Kanitsav 2

Zy, 25, . ..,2Z, rastsal degiskenleri normal dagilimh olsun ancak
bagimsiz olmasin. Bu durumda Z = ) k;Z; toplami da asagida
verilen ortalama ve varyans ile normal dagilir.

E(Z) = . Kini
var(Z) =[S k202 + 23 kikicov(Z;, Z), i # |

@ Ornek: Z; ~ N(6,2), Z, ~ N(7,3), cov(Z;, Z) = 0,8 olsun.
Zrd’side Z =0,6Z; + 0,42 olsun. Buna gére Z
0,6(6) + 0,4(7) = 6,4 ortalama ve
0,36(2) + 0,16(3) + 2(0,6)(0,4)(0,8) = 1,58 varyans ile
Z ~ N(6,4;1,58) olur.
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Kanitsav 3

Zy,2s,...,2Z, degiskenleri Z; ~ N(0, 1) 6lginlG normal ve ayni
zamanda bagimsiz rastsal degiskenler olsun. Bu durumda

S Z? =272+ 272+ -+ Z2 toplami da n serbestlik derecesi ile
ki-kare dagilimina uyar.

@ Kisaca 6l¢unli normal dagilimli bagimsiz rd’lerin kareleri
toplami, toplam terim sayisina esit serbestlik derecesi ile
ki-kare dagilimina uyar.

@ Bir yazim kolayligi olarak sd'si k olan x? dagilimi x2 diye

gOsterilebilir.
e Ornek: Zy, Z»,Z3 ~ NBD(0, 1) olsun. Oyleyse su gegerlidiri
22+ 2 o7
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Kanitsav 4

Z1,2s, ..., Z, degiskenleri her birinin sd’si k; olmak (izere x?
dagilimh ve bagimsiz rastsal degiskenler olsun. Bu durumda
bunlarin toplamiolan > Z; = Zy + Zo + - - - + Z, rastsal
degiskeni de sd’si k = ) k; olan ki-kare dagilimina uyar.

e Ornek: Z; ve Z, sd'leri sirasiyla 7 ve 9 olan iki bagimsiz
ki-kare degiskeni olsun. Buna gére Z; + Z, de serbestlik
derecesi 7 + 9 = 16 olan bir x2, degiskenidir.
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Kanitsav 5

Zy ~ N(0, 1) él¢tinli normal ve Z, de Z;’den bagimsiz ve k sd
ile x2 dagihmina uyan bir rastsal degisken olsun. Bu durumda

t = Z1/(\/Z2/k) seklinde tanimlanan degisken de k sd ile
Student t dagilimina uyar.

@ Serbestlik derecesi k sonsuza dogru yaklastikga Student ¢
dagilimi él¢lnld normal dagihma yakinsar.

@ Bir yazim kolayligi olarak k sd’li t dagihmi t diye gosterilir.
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Kanitsav 6

Zy ve Z», serbestlik dereceleri sirasiyla ki ve k» olan ve
bagimsiz dagilimli birer ki-kare degigkeni olsun. Bu durumda
F = (Zi/k1)/(Z2/kz) olarak tanimlanan F degiskeni de ki pay
ve ko payda serbestlik derecesi ile F dagihimina uyar.

@ Diger bir deyisle, F degiskeni kendi sd’lerine bolinmus iki
bagimsiz x? degiskeni arasindaki orani gdsterir.

@ Bir yazim kolayhgi olarak, sd’leri k; ve k> olan F dagihmh
degisken Fy, x, diye gosterilir.
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Normal Dagilima iligkin Dagilimlar

Kanitsav 7

Serbestlik derecesi k olan t rastsal degiskeninin karesi, pay
sd’si k1 = 1 ve payda sd’si ko = k ile F dagilimlidir.

@ Ornek: Fy 4 = (t4)? 'dir.
(] (")rnek: (t25)2 =F 25 olur.
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Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
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e Engok Olabilirlik Yontemi
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EO Tahmincisi

Encok Olabilirlik Yaklagimi

o Istatistikte tim anakditleler kendilerine karsilik gelen bir
olasihk dagilimi ile tanimlanirlar.

@ Siradan en kiiclk kareler ydntemi ise 6ziinde olasilik
dagilimlari ile ilgili herhangi bir varsayim icermez.

@ Bu nedenle ¢ikarsama yapmada SEK tek bagina bir ise
yaramaz.

@ SEK'i genel bir tahmin siireci olarak degil de 6rneklem
baglanim islevlerinin katsayilarini bulmada kullanilan bir
hesaplama ydntemi olarak gérmeliyiz.
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EO Tahmincisi

Encok Olabilirlik Yaklagimi

@ SEK yénteminden daha gicli kuramsal 6zellikler gdsteren
bir diger nokta tahmincisi ise “encok olabilirlik” (maximum
likelihood), kisaca “EO” (ML) yéntemidir.

@ Encok olabilirlik ydnteminin ardinda yatan temel ilke su
beklentidir:
“Rastsal bir olayin gerceklesmesi, o olayin
gerceklesme olasiligi en yliksek olay
olmasindandir”

@ Bu ydntem 1920'li yillarda ingiliz istatistikci Sir Ronald A.
Fisher (1890-1962) tarafindan bulunmustur.

@ Ki-kare sinamasi, Bayesci yontemler ve ¢esitli 6lctt
modelleri gibi birgok istatistiksel ¢ikarim yontemi temelde g
EO yaklagimina dayanir. U4l
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EO Tahmincisi

Encok Olabilirlik Yaklagimi

@ EO ydntemini anlayabilmek icin elimizde rastsal olarak
belirlenmig bir 6rneklem ve dagilim katsayilari bilinen farkl
anakditle adaylari oldugunu varsayalim.

@ Bu 6rneklemin farkli anakitlelerden gelme olasiligi farkh
ve bazi ana kitlelerden gelme olasihgi digerlerine gére
daha yUksektir.

@ Elimizdeki 6rneklem eger bu anakutlelerden birinden
alinmigsa, alinma olasiligi engok olan anakdtleden alinmis
oldugunu tahmin etmek akilci bir yaklagimdir.
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EO Tahmincisi

Encok Olabilirlik Yaklagimi

Encok olabilirlik ydontemi kisaca séyledir:
@ Anakutlenin olasilik dagilimi belirlenir ya da bu yénde bir
varsayim yapilr.

© Eldeki drneklem verilerinin gelmis olma olasiliginin engok
oldugu anakutlenin hangi katsayilara sahip oldugu bulunur.
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ikiterimli Dagihm Orneg;

Encok olabilirlik ydontemini daha iyi anlayabilmek i¢in su basit
ornegi ele alalim:

@ Elimizde, i¢inde siyah ya da beyaz toplam on top bulunan
degisik torbalar olsun.

@ Torbadaki siyah top sayisi i = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
olmak Utzere 11 farkh torba olasidir.

@ Bu torbalardan birinden “yerine koyarak” (with
replacement) dért top sectigimizi ve S-B-S-B sirasiyla 2
siyah top geldigini varsayalim.

@ Bu sonucun hangi torbadan gelmis olabilecegini engok
olabilirlik yaklagimi ile tahmin edelim.
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ikiterimli Dagihm Orneg;

@ Elimizdeki soru “ikiterimli” (binomial, Bi) dagihm konusudur.

o ikiterimli dagilima gére, drnek olarak, 8'i siyah olmak (izere
icinde 10 top olan bir torbadan yerine koyarak cekilen 4
toptan 2’sinin (belli bir sira ile) siyah gelme olasihgi sudur:

. 8 8\2 8 \*4?
BI(2!4%)— <10) <1—10> = 0,0256

@ Torbadaki siyah top orani p olsun. Ornegimizde p igin 11
farkh deger s6z konusudur:
_ (0 1 10
p_{ﬁvﬁa"wﬁ
@ Bu 11 farkl torba igin, 4 toptan 2’sinin siyah gelmesi
durumunun gergeklesme olasiligi sdyle gdsterilebilir: =SSN

. — D
Bi(2/4,p) = p?(1 — p)*? b
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ikiterimli Dagihm Orneg;

Cizelge: Siyah Top Sayisina Gore Olasiligin Aldigi Degerler

Siyah Top Sayis | Olasilik

0 Bi(24,5) = (0)2(1)42 = 0

1 Bi(214,45) = (0,1)%(0,9)** = 10,0081
2 Bi(214,5) = (0,2%(0,8)* % = 0,0256
3 Bi(214,5) = (03)%(0,7)* 2 = 0,0441
4 Bi(214,5) = (0,4)%(0,6)* 2 = 00576
5 Bi(214,3) = (05)°(05)* % = 00625
6 Bi(214,5) = (0,6)°(04)* 2 = 00576
7 Bi(214,55) = (0,7)%(03)*2 = 10,0441
8 Bi(214,5) = (08)%(02)* 2 = 00256
9 Bi(214,45) = (0,9)%(0,1)*2 = 10,0081
10 Bi(2/4,13) = (1)2(0)*2 = 0

@ Cizelgeye bakarak eldeki 6rneklemin engok olasilikla siyahSe

top sayisi 5 olan torbadan alinmig oldugunu tahmin ederlzﬂw,m

Tt
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EQ Tahmincisi

ikiterimli Dagiim EO Tahmincisi

Tanimlamis oldugumuz ikiterimli dagihm sorusunu simdi bir de
“c6zUmlemesel” (analytical) olarak ele alalim:
@ Elimizde iginde kag siyah ve beyaz top oldugu bilinmeyen
bir torba olsun.
@ Torbadaki siyah top oranina 0 < p <1 diyelim.
o ilk 8rnekte 4 toptan olusan bir rneklem alinmisti. Simdi ise
drneklem blyUkligu n, ¢ikan siyah top sayisi da k olsun.
@ Farkli nve k sonuglari veren toplam N sayida bagimsiz
cekilis yapalim.
@ Encok olabilirlik ydntemini kullanarak anakdtle katsayisi
p’yi tahmin etmek istiyor olalim.
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EQ Tahmincisi

ikiterimli Dagiim EO Tahmincisi

@ Eldeki sorunun ikiterimli dagilimi ilgilendirdigini biliyoruz.

o istatistikte ikiterimli dagihm, “basari” olasihdi p olan n
bagimsiz deneyde basarili olan k’lerin dagilimini gésteren
bir kesikli olasilik dagihmidir.

@ Olasilik yogunluk islevi sudur:

Bi(k|n, p) = <Z>pk(1 —p)" (1)

@ Yukarida verilen OYi sirasiz gekiligler igindir. Matematiksel
kolaylik acisindan sonuglarin belirli bir sirayi izlemesi
gerektigini varsayalim.

@ Bu durumda kesikli OYi su olur:

P —p)" " (2
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EQ Tahmincisi

ikiterimli Dagiim EO Tahmincisi

@ Elimizdeki olasilik yogunluk iglevi suydu:
Bi(k|n, p) = p*(1 — p)" (3)

@ Toplam N sayidaki gekilis igin birlesik yogunluk islevi:
Bi(ki|ny, p) = Bi(k|ny, p) Bi(ke|nz, p) ... Bilknlnn. p)  (4)

@ Her bir n; ve k; igin, (3)’U (4)’te yerine koyalim:
Bi(kilni, p) = p>= (1 — p)="~" (5)

@ ny,No...Nny Ve ky, Ko ... ky degerleri veriliyken anakitle
katsayisi p eger bilinmiyorsa, yukarida gdsterilen isleve
“olabilirlik islevi” (likelihood function) adi verilir: e

Ol(p) = p=Hki(1 — p)="—F (614

uuuuuuuuuuuu
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EQ Tahmincisi

ikiterimli Dagiim EO Tahmincisi

@ Adindan da anlasilacagi gibi EO tahmini, verili n; ve k;'leri
gb6zleme olasihgini engoklamaya dayanir.

@ Oyleyse, hedefimiz olabilirlik islevinin “engoksal” (maximal)
degerini bulmak olmalidir.

@ Bu da dogrudan bir tlirev hesabidir.
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EQ Tahmincisi

ikiterimli Dagiim EO Tahmincisi

@ Birislev kendi logaritmasi ile “tekdize” (monotonous)
iligkilidir. Bu nedenle olasilik iglevi yerine “log-olasilik”
(log-likelihood) iglevini engoklamak hesap kolayligi saglar:

N
InOi(p) =) _kiln(p Z ) In(1 — p) (7)
i=1
@ (7) esitliginin p’ye g6re kismi tlrevini alip sifira esitleyelim:
aln o & A 1
Zkf 21 i~k (=0 @®
=
uglom
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Encok Olabilirlik Yaklagimi
Engok Olabilirlik Yontemi ikiterimli Dagihm Ornegi
ikiterimli Dagilim EQ Tahmincisi

ikiterimli Dagiim EO Tahmincisi

@ Sadelegtirmelerden sonra, EO tahmincisi p séyle bulunur:
Sy ki
Sy N

@ p Uzerindeki (~) “dalga” (tilde) imi, bunun bir EO tahmincisi
oldugunu gdstermek igin kullaniimigtir.

p= 9)

@ Goruluyor ki EO ydntemi anakltledeki siyah top orani k
degerini, N ¢ekilis sonunda bulunan siyah top sayisinin
cekilen toplam top sayisina orani olarak tahmin etmektedir.
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Poisson Dagilimi EO Tahmincisi
Ustel Dagilim EO Tahmincisi
Aciklayici Ornekler Normal Dagilim EO Tahmincisi

Ders Plani

© Aciklayici Ornekler
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Poisson Dagilimi EO Tahmincisi
Ustel Dagilim EO Tahmincisi
Agiklayict Ornekler Normal Dagilim EO Tahmincisi

Poisson Dagilimi EO Tahmincisi

EO ybntemine bir érnek olarak Poisson dagilimini ele alahm.
Bu kesikli dagilim, verili bir siire ya da uzaysal alan igerisinde
bir olayin belirli bir sayida tekrarlanma olasiligini anlatir.
Ornek olarak, 5 dakikalik siire icinde belli bir noktadan gecen
arac sayisi Poisson dagilimina uyan bir rastsal degiskendir.
Poisson dagiliminin genel gésterimi sdyledir:

)= &N (10)

x|

@ Burada
x olayin gerceklesme sayisini,

A ise belirli bir stiredeki beklenen gerceklegsme sayisini
gOstermektedir.

@ Arti deg@erli bir gergel sayi olan XN'ya ait EO tahmincisini

bulmak istiyoruz.
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Poisson Dagilimi EO Tahmincisi
Ustel Dagilim EO Tahmincisi
Agiklayict Ornekler Normal Dagilim EO Tahmincisi

Poisson Dagilimi EO Tahmincisi

@ Poisson dagiliminin matematiksel gésterimini alahm ve n
sayida gbzlem igin olabilirlik iglevini asagidaki gibi yazalim.

Oi(\) = f(xq)f(x2)...f(xp)

e M\X e A\ @A

Xq! X! T xp!
—nA ZX,‘
_ e TR (11)
HX,'!
o ki yanli logaritmasini alarak log-olabilirlik islevini bulalim.
INOI=—n\+> xInA—InJ]x! (12
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Poisson Dagilimi EO Tahmincisi
Ustel Dagilim EO Tahmincisi
Agiklayict Ornekler Normal Dagilim EO Tahmincisi

Poisson Dagilimi EO Tahmincisi

@ Log-olabilirlik islevinin tirevini alip sifira esitleyelim:

dInOi 1
D\ _—n+Zx,-X_O (13)

@ Yukaridaki esitligi \'ya gbre ¢dzersek sunu buluruz:

f= 2% (14)

n

@ Demek ki EO ydntemi \ degistirgesinin tahmincisini x’in
orneklem ortalamasi olarak bulmaktadir.

ULUSAL ACIK DERS
MALZENELERT
KONSORSIYUMU

LTA (2007 - 2011) Normallik Varsayimi ve Engok Olabilirlik Yontemi (Stirim 2,0)



Poisson Dagilimi EO Tahmincisi
Ustel Dagilim EO Tahmincisi
Agiklayict Ornekler Normal Dagilim EO Tahmincisi

Ustel Dagilim EO Tahmincisi

ikinci bir drnek olarak “listel” (exponential) dagilima bakalim.

Bu slrekli dagilim, olaylarin belli bir sabit hizda yinelendigi
Poisson tlri bir strecteki gerceklesmeler arasi stireyi anlatir.

Ornek olarak, belli bir noktadan rastsal olarak gegen araglar
arasinda gegen sure Ustel dagilima uyan bir rastsal degiskendir.

Ustel dagilimin olasilik yogunluk islevi ise séyledir:
f(x) =(3)e>? X>0igin,

=0 X < 0igin. (15)
@ Burada
x sdureyi,
0 ise dagihma ait “hiz” (rate) degistirgesini -~
gOstermektedir.
@ Simdi de ¢’nin EO tahmincisini tiretmek istiyoruz. T

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) Normallik Varsayimi ve Engok Olabilirlik Yontemi (Stirim 2,0)



Poisson Dagilimi EO Tahmincisi
Ustel Dagilim EO Tahmincisi
Agiklayict Ornekler Normal Dagilim EO Tahmincisi

Ustel Dagilim EO Tahmincisi

@ Bastaki érneklerde yaptigimiz gibi, 6nce n gdzlem igin
olabilirlik islevini bulalim.

Ol = Lexp (Z _9x> (16)

@ Log-olabilirlik iglevini yazalim, tirevini alip sifira egitleyelim:

InOi:—nIne—Z% (17)
a|n0| Z 18)
52& (19)

@ Demek ki 6rneklem blyUklugi n iken 6 degistirgesinin EO aa
tahmincisi # = 3" x;/n olarak bulunmaktadir.
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Normal Dagilm EO Tahmincisi

Son olarak, simdi de Y; = (1 + 52X + u; iki degiskenli baglanim
modelini EO yéntemi ile tahmin edelim.
@ Bunun i¢in 6nce hata teriminin sifir ortalama ile normal ve
bagimsizca dagildigini (u; ~ NBD(0, o2)) varsayalim.
@ X ~ N(u,o?) rastsal degisken X'in olasilik yogunluk iglevi
asagidaki gibidir:

1 1(x —p)?
f(x) = —— 7 2
(x) =~ 2Wexp{ 5 s (20)
@ Yukaridaki exp islemcisi e Gzeri anlamina gelmektedir.
S
U4D
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Normal Dagilm EO Tahmincisi

@ Hatalarin u; ~ N(0, o2) oldugunu varsaydi§imiza gére
Y; ~ N(B31 + B2X;, 2)'dir. Diger bir deyisle, Y; degerleri
B1 + B2X; ortalama ve o2 varyans ile normal dagilirlar.

@ Buna gore tek bir Y’nin olasilik yogunluk islevi sudur:

2
exp{_1(y_ﬁ1 _62)() } (21)

(Y31 + BoX,0%) = 5 -2

1
oV

@ Birbirinden bagimsiz i € {1,2,..., n} sayida Y;'nin ortak
olasilik yogunluk islevi ise n tekil QYi'nin carpimidir:

f(Y4|B1 + BaXi,02) F(Ya|B1 + BaXe,02) ... f(Yn|B1 + B2Xn, 0?)
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Normal Dagilm EO Tahmincisi

@ Elimizdeki n g6zlemdeki her bir Y; ve X; igin (21)’i (22)’'de
yerine koyarsak, olabilirlik iglevini buluruz:

- 1 1= (Y — B1 — BoX))?
Oi(B1, B2,0°%) = —— =
(23)

@ Bu denklemin dogal logaritmasini alirsak da log-olabilirlik
iglevini elde ederiz:

— BoXi)?
12ﬂ2 ) (24)

o

InOl = —nin(o) — g In(2r) — % Z (Yi—-8
=1

@ In Ol degerini encoklamak en sondaki terimi enazlamak S

D

demektir. Bu da en kiicik kareler yaklagimi ile ayni seydir. ydl o o
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Normal Dagilm EO Tahmincisi

@ Log olabilirlik iglevinin g1, 3» ve o®’ye gore kismi tiirevleri
alinirsa su esitlikler bulunur:

dInOl 1 &
anm = —— D (Yi= 81— 5X)(-1) (29)
i=1
dInOi 1 &
;ﬁz = —=> > (Y= Bt = BX)(— X)) (26)
i=1
dInOl 1 <
e = —amt a2 (Yi—Bi-RX)P (@)
i=1

=
(... devam) uflom
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Normal Dagilm EO Tahmincisi

@ (25), (26) ve (27) sifira esitlenip birlikte ¢cbzuldikten sonra
ise asagidaki EO tahmincileri elde edilir:

B = Y-05X (28)

B = 22)2}24 (29)
~ 2

5 = Z:’ (30)
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Normal Dagilm EO Tahmincisi

@ Goruldagu gibi u;’lerin normal dagildigr varsayimi altinda 3
baglanim katsayilarinin EO ve SEK tahmincileri aynidir.

@ Diger yandan o2 tahminleri farklidir:

52— 2 (31)

n—2

@ Buna gdre o2’nin SEK tahmincisi yansizken EO tahmincisi
asagi dogru yanlidir.

@ Ancak kavusmazsal olarak, diger bir deyisle n sonsuza
yaklastikca, EO tahmincisi de yansizlasir.

e Oyleyse, o2’'nin EO tahmincisi “kavusmazsal yansizlik” =S
(asymptotic unbiasedness) 6zelligini tagimaktadir. -
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Oniimiizdeki Dersin Konusu ve Odev

Kitaptan Bolum 4 “Classical Normal Linear Regression Model
(CNLRM)” okunacak.

Onlimizdeki Ders

iki Degiskenli Baglanim: Aralik Tahmini ve Onsav Sinamasi
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