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Ders Plani
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Siradan En Kl¢lik Kareler Yéntemi

@ Baglanim ¢6ztimlemesinde amag, 6rneklem baglanim
islevi (OBI) temel alinarak anakutle baglanim iglevinin
(ABI) olabildigince dogru bigimde tahmin edilmesidir.

@ Bunun icin kullanilan en yaygin yol “siradan en kiguk
kareler” (ordinary least squares), kisaca “SEK” (OLS)
yéntemidir.

@ SEK ybénteminin 1794 yilinda Alman matematikgi Carl
Fredrich Gauss tarafindan bulundugu kabul edilir.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Siradan En Kl¢lik Kareler Yéntemi

@ SEK yéntemini anlamak icin iki degiskenli ABI'yi
animsayalim:
Yi =1+ X+ Ui
@ ABI gbzlenemediginden OBI kullanilarak tahmin edilir:
W=@+@M+@
=Y+
@ OBi'nin kendisini bulmak icin ise “kalintilar” (residuals),
diger bir deyigle hata terimi kullanihr:
gi=Yi—=Y
=Y = b1 = X
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Siradan En Kl¢lik Kareler Yéntemi

@ Elimizde ntane X ve Y varken, OBl'yi gézlenen Y’lere
olabildigince yakin bi¢cimde belirlemek istiyoruz.

@ Bunun igin su 6élcit benimsenebilir:
min (3 d) = min (3(Y; - V)

@ Ancak bu durumda arti ve eksi degerli hatalar blylk
Olcude birbirlerini etkisiz hale getirecektir.

@ Ayrica burada OBl'ye ne kadar yakin ya da uzak olursa
olsun tim kalintilar esit 6nem tagimaktadir.

o Oyleyse, OBI'yi kalintilar toplami en kiiglik olacak sekilde
secmek iyi bir 6lclt degildir.

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) iki Degigkenli Baglanim: Tahmin Sorunu (Sirtim 2,0)



Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Siradan En Kl¢lik Kareler Yéntemi

@ Herhangi bir veri seti igin farkli 31 ve 3, degerleri farkli d;
ve dolayisiyla da farkli G2 toplamlari verir.
@ Ancak hatalar toplami > d; her zaman sifir ¢ikar.
° C:)rr]ek olarak, varsayimsal bir veri seti i¢in asagidaki iki
OBlYyi ele alahm:
Vii=1572+1,357X;
Y2 = 3,000 + 1,000

Yo X | W 0y i, | Vo Upi s
4 1 2,929 1,071 1,147 4 0 0
5 4 | 7,000 -2,000 4,000 7 -2 4
7 5 | 8,357 -1,357 1,841 8 -1 1
12 6 9,714 2,286 5,226 9 3 9
=
Toplam 28 16 ‘ 0 12,214 ‘ 0 14
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Siradan En Kl¢lik Kareler Yéntemi

VARSAYIMSAL ORNEK

T
14 Y =157 +1,36X —— B
12 - + B
10 B
8 - 4
>
+
6 - 4
+

4+ + B
2 4
0 | | | | | | =\

=

0 1 2 3 4 5 6 7 u4p
X
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri

SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Siradan En Kl¢lik Kareler Yéntemi

@ Arti ve eksi deg@erler alabilen kalintilarin toplaminin kiiguk
¢cikma sorunundan kurtulmak icin en kigtk kareler élcitl
kullanilir:

En Kiiglik Kareler Olgiit
min <Z 0,-2>

min (33(Y; - )?2)
min (S2(Y; — 81 — BeX))?)

@ Yukaridaki gésterimin 34 ve (3. tahmincilerine dayanan bir
matematiksel islev olduguna dikkat ediniz.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Normal Denklemler

@ SEK, kalinti kareleri toplamini “enazlamak” (minimize) igin,
OBI degistirgelerini hesaplamada basit bir “eniyileme”
(optimization) yénteminden yararlanir.

@ S(Y; — By — BoX;)? teriminin j3; ve (,’'ya gére kismi
threvlerini alalim:

S Yi=nbi 4+ 53X
S YiXi = B X+ B 30 XP

@ Burada n érneklem bUyUkltgudar.

@ Yukaridaki denklemler “normal denklemler” (normal _
equations) olarak adlandirilirlar. Ny
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Tiretilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Normal Denklemler

@ (34 ve (> degistirgeleri, normal denklemlerin esanli olarak
¢o6zllmesi ile bulunur:

Bp = N2 XiYi=d X2, Vi 5 _ ZXEEV-E X3 XY
27 TS X (T X b= ==X
=5 =7 X

@ X ve Y terimleri X ile Y’nin érneklem ortalamalaridir.

@ KicUk harfler ise “ortalamadan sapma” (deviation from the
mean) olarak kullaniimigtir:

Xi = (X = X) =
yi=Yi—=Y) udom
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

SEK Baglanim Dogrusunun Ozellikleri

ikili baglanim SEK tahmincileri 3; ve 32’nin su 6zelliklerine
dikkat edelim:
@ Bunlar birer nokta tahmincisidirler.
@ Gozlemlenebilen 6rneklem degerleri (X; ve Y;) cinsinden
g0sterilir ve dolayisiyla kolayca hesaplanabilirler.

@ Orneklem verileri kullanilarak 3; ve 3, hesaplandiktan
sonra, 6rneklem baglanim dogrusu da kolayca ¢izilebilir.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

SEK Baglanim Dogrusunun Ozellikleri

SEK yéntemi ile bulunan érneklem baglanim dogrusu asagida
verilen 6zellikleri tasir:

@ Orneklem baglanim dogrusu, X ve Y’nin érneklem
ortalamalarindan gecer. (Y; = (1 + (..X;)
U; kalintilarinin ortalamasi sifirdir. (ﬁ,- =0)
G; kalintilari tahmin edilen Y;lerle iligkisizdir. (3" 0;Y; = 0)
U; kalintilar X;'lerle iligkisizdir. (3>~ G;X; = 0)
Tahmin edilen )A/,-’Iarln ortalamasi, gézlemlenen Y;
degerlerinin ortalamasina esittir. Bu OBi'den gériilebilir:

Yi=5+ ﬁzX
= (Y- 52)() + BoX;
=Y+ Bo(Xi - X)

Son satirin her iki yani 6rneklem Gzerinden toplanip n'ye
béliniirse, ¥ = Y olarak bulunabilir.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

OBI’'nin Sapma Biciminde Gésterimi

@ OBi'nin “sapma bigimi” (deviation form) gésterimini bulmak
icin Y; = 31 + 32X + d; islevinin her iki yanini toplayalim:

Zyizn@ +/§’22Xi+20/

=np+ G2 X (3" d; = 0 oldudu igin)
@ Daha sonra bu denklemin her iki yanini n’ye bélelim:
Y =31+ BX

@ Yukaridaki esitlik, drneklem baglanimi dogrusunun X ve
Y’nin érneklem ortalamalarindan gegtigini géstermektedir.

@ Son olarak yukaridaki esitligi ilk esitlikten ¢ikaralim:
Y — V:@Z()(i_)_()‘Flji
Yi = BaXi + U
@ Sapma gosteriminde 3;’nin bulunmadi§ina dikkat ediniz. ugb
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Gauss - Markov Kanitsavi

@ Klasik Dogrusal Baglanim Modeli (KDBM) varsayimlari
gecerli iken, en kiglk kareler ydntemi ile elde edilen
tahminler arzulanan bazi 6zellikler tasirlar.

@ Gauss - Markov kanitsavina gére 3 SEK tahmincilerine
“En iyi Dogrusal Yansiz Tahminci” (Best Linear Unbiased
Estimator), kisaca “EDYT” (BLUE) ad verilir.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

Gauss - Markov Kanitsavi

EDYT olan 3 su (¢ arzulanan ézelligi tasir:
@ Dogrusaldir. Diger bir deyisle baglanim modelindeki Y
bagimli degiskeninin dogrusal bir islevidir.
@ Yansizdir. Beklenen degeri E(/3), anakiitleye ait gergek (3
degerine esittir.
© Tim dogrusal ve yansiz tahminciler iginde enaz varyansli
olandir. Kisaca en iyi ya da “etkin” (efficient) tahmincidir.
Gauss - Markov kanitsavi hem kuramsal olarak hem de
uygulamada énemlidir.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

SEK Tahmincilerinin Dogrusallik Ozellii

@ SEK tahmincilerinin “dogruszilllk” (linearity) arzulanan
6zelligini gdsterebilmek igin Go formullini sbyle yazalim:

B Sxiyi Yx(Yi—-Y) YxYi-YYXx Y xY
, — _ _ _

% X7 > xF %

@ Bu basitge su sekilde de gdsterilebilir:
XY v X
SraaP S V)

@ x; degerleri olasiliksal olmadigina gbre k;'ler de gergekte

Y;lerin dnine gelen birer “agirlik” (weight) katsayisidirlar.

@ (3, bu durumda Y;lerin dogrusal bir islevidir. Basitce 32’nin
Y;'lerin bir agirlikli ortalamasi oldugu da sdylenebilir. =S

A < " .. - U4D
@ (1’nin dogrusal oldugu da benzer bigimde kanitlanabilir. ity
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

SEK Tahmincilerinin Yansizlik Ozelligi

SEK tahmincilerinin “yansizlik” (unbiasedness) arzulanan
6zelligini gésterebilmek igin agirlik terimi k’nin su bes 6zelligi
6nemlidir:

@ X/ler olasiliksal olmadigindan k;'ler de olasiliksal degildir.

Q@ > ki =0dir. (3 x; =0 oldugu igin)

Q@ Y K= x2/3(x?)2 =1/ x?olur.

Q Y kixi=> x2/> x? = 1dir.

Q > kixi =>_ kX olur. B B

(O kixi = >_ki(Xi — X) = >_ kiXi — X 3_ kj oldugu icin)

Dikkat: Tim bu 6zellikler k;’nin tanimindan tlretilebilmektedir.

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) iki Degigkenli Baglanim: Tahmin Sorunu (Sirtim 2,0)



Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
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SEK Tahmincilerinin Yansizlik Ozelligi

@ Ao'nin yansiz o_IduQAunu kanitlamak icin Y; = By 4+ BoXi + U;
bicimindeki ABI'yi 5, formUlinde yerine koyalim:

B2 =3 kY,
= > ki(B1 + B2 X + up)
=G> K+ B> KiXi+ > kiu;
= B2+ >_kiU;

@ Yukaridaki son adimda k;'nin az 6nce s6z0 edilen ikinci,
doérdincl ve besinci 6zelliklerinden yararlaniimigtir.

@ [, ve k;'nin olasiliksal olmadigini ve E(u;) = 0 varsayimini
animsayalim ve her iki yanin beklenen degerini alalim:

E(32) = E(B2) + X kiE(uy)
= [2 ==
@ E(f3») = 3 olduguna gére j3, yansiz bir tahmincidir.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
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SEK Tahmincilerinin Enaz Varyanslilik Ozelligi

@ SEK tahmincilerinin “enaz varyans” (minimum variance)
arzulanan 6zelligini gdsterebilmek igin ise G2’nin en kigik
kareler tahmincisinden yola ¢ikalm:

B2 = KiY;
@ Simdi 3, igin baska bir qogrusal tahminci tanimlayalim:
Bo = WY

@ Buradaki ( ) isareti “dalga” (tilde) diye okunur.
@ w;'ler de birer agirliktir ama w; = k; olmak zorunda degildir:
@ [(32’nin yansiz olabilmesi icin gerekli kosullara bir bakalim:
E(f) = X wiE(Y)
= > wWi(B1 + B2X))
= [12_ Wi+ B2 wiX
@ Buna gére, 3,’nin yansiz olabilmesi icin sunlar gereklidir:
ZW,’:O, ZW;X;:EW/)(,':'I
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

SEK Tahmincilerinin Enaz Varyanslilik Ozelligi

° var(/S’gl < var(f32) savini kanitlamak istiyoruz. Bunun igin
simdi 52’nin varyansini ele alalim:

var(Bp) = var(}_wY;)
= > whar(Y) [Dikkat: var(Y;) = var(u;) = o2]
= oy w [Dikkat: cov(Y;, Yj) = 0, (i # j)]

- ZZ( EXZ ZX;.2>2
= 22( Zx2> 2Z<ZX2> +2022:( ZXz) <ZX;"2>

- exlogy) ()
” ” (.. devam}m'(
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

SEK Tahmincilerinin Enaz Varyans Ozelligi

@ Son satirda bulmus oldugumuz sey sudur:

~ 2
var(fz) = 02> <W,' — Zﬁ?) + 02 (21)(/2)
@ Yukarida en sagdaki terim w;den bagimsizdir.
o Oyleyse var(3,)’y! enazlayabilmek ilk terime baglidir ve ilk
terimi sifirlayan w; degeri de §udur'

Wi sz_ i

@ Bu durumda asagidaki esitlik gegerlidir:
var(fz) = $%5 = var(Bz)

@ Demek ki w; agirliklart k; agirliklarina esit oldugunda Bo'nin
varyansi enazlanarak [>’'nin varyansina egitlenmektedir

@ Sonug olarak, en kiglk kareler tahmincisi B tiim yansiz veea
dogrusal tahminciler iginde enaz varyansli tahmincidir. ugiom
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

SEK Yoénteminin Ardindaki Varsayimlar

@ Ekonometrik ¢bziimlemenin amaci yalnizca 31 ve o gibi
degistirgeleri tahmin etmek degildir. Bu degerlere iligkin
¢ikarsamalar yapmak da istenir.

o Ornek olarak, Y;'larin gercek E(Y|X;) degerlerine ne kadar
yakin olduklarini bilmek édnemlidir.

@ Anakutle baglanim islevini animsayalim:

Yi = 51+ BoXi + U

@ Gorilayor ki Y; hem X;’'ye hem de u;’ye baghdir.

e Oyleyse Y;, 31 ve 32'ye iliskin istatistiksel ¢ikarim yapmak
icin X; ve u;’nin nasil olusturuldugunu bilmek gereklidir.

@ Bu noktada Gausscu “Klasik Dogrusal Baglanim Modeli”

(Gaussian Classical Linear Regression Model), kisaca =
“KDBM” (CLRM) 10 temel varsayim yapar. UgiDMmi
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 1

Baglanim modeli degistirgelerde dogrusaldir:

Yi =81+ B Xi + u;

@ Ancak degigkenlerde dogrusallik zorunlu degildir.

@ Degistirgelerde dogrusallik varsayimi KDBM’nin baslangi¢
noktasidir.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 2

X degerleri tekrarli 6rneklemelerde degismez.

@ Bu varsayim X’in olasiliksal olmadigini séyler.

@ Buna gore X ve Y degerlerinin rastsal {X,Y} ciftleri
seklinde elde edilmemig oldugu kabul edilir.

@ Diger bir deyigle, gelir diizeyi basta 6rnegin 80 olarak
belirlendikten sonra rastsal bir aile secildigini varsayiyoruz.

@ Buna gore elimizdeki ¢ézimleme agiklayici X degiskenine
gore bir kosullu baglanim ¢éziimlemesidir.

@ X ve Y degerlerinin birlikte 6rneklenebilmesi, bazi ek

kosullarin saglanmasi ile gegerli olur. Bu duruma ise =
“Neo-Klasik Dogrusal Baglanim Modeli” (NKDBM) denir.

it C
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 3

u; hata teriminin ortalamasi sifirdir:

E(ui|X;) =0

@ Buna goére, modelde agik¢a yer almayan ve dolayisiyla u;
icine katilmig olan etmenlerin Y’yi kuralli bir sekilde
etkilemedigi varsayiimaktadir.

@ Arti degerli u;’ler eksi degerli uj’leri gétirmeli ve bdylece
bunlarin Y Uzerindeki ortalama etkileri sifir olmalidir.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 4

u; hata teriminin varyansi tim gozlemler igin sabittir:

var(u;|X;) = o*

@ “Ayniserpilimsellik” (homoscedasticity) varsayimina gére
farkli X degerlerine karsilik gelen tim Y’ler esit 6nemdedir.

@ Tersi durum ise “farkliserpilimsellik” (heteroscedasticity)
durumudur:

var(uj|Xy) # var(ua| Xa) # - - - # var(un|Xn).

@ Farkliserpilimsellik durumunda ¢esitli X degerlerine karsilik
gelen Y degerlerinin glvenilirlikleri ayni olmaz.

@ Bu ylzden kendi ortalamasi etrafinda farkli siklikta yayllan
Y’leri farkl agirhklar vererek degerlendirmek gereklidir. "
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SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Ayniserpilimsel Veriler
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SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 5

Hatalar arasinda “0zilinti” (autocorrelation) yoktur.

@ Eger “bozukluklar” (disturbances) birbirlerini kuralli bicimde
izlerlerse 6zilinti ortaya cikar.

@ ABI'yi Y; = 81 + 32X + u; olarak kabul edelim ve u; ile u;_1
de ayni yénde iligkili olsun.

@ Bu durumda, Y; yalnizca X;'ye degil us'ye de bagh olur ve
bu nedenle uy'yi bir dlgtide u;_4 belirler.

@ Bu sorunla kargllasmamak icin hatalar arasinda “serisel
ilinti” (serial correlation) olmadigi varsayilir.

ULUSAL ACIK DERS
MALZENELERT
KONSORSIYUMU

LTA (2007 - 2011) iki Degigkenli Baglanim: Tahmin Sorunu (Sirtim 2,0)



Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Ozilintili Hatalar
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Hatalar Arasi Ayni Yonli Ozilinti
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi

SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Hatalar Arasi Ters Yonli Ozilinti
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi

SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Hatalar Arasi Ozilintisizlik

HATALAR ARASI SERISEL ILINTISIZLIK
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 6

Hata terimi u; ile X;’nin kovaryansi sifirdir:

cov(uj, Xj) =0

@ Eger X ve u iliskiliyse, ikisinin de Y Gzerindeki tekil
etkilerini bulmak olanaksizlasir.

@ Ayrica, eger X ile u ayni yonde iligkiliyse, X arttikca u da
artarak farkliserpilimsellik sorununa yol agar.

@ Eger 2. varsayim (X’in rastsal olmamasi) ve 3. varsayim
(E(ui|Xi) = 0) gecerliyse, 6. varsayim da kendiliginden
gergeklegmis olur. =
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 7

Gozlem sayisi n, tahmin edilecek anakuitle katsayisindan fazla
olmalidir.

o iki bilinmeyeni (51 ve (2) bulmak icin en az iki noktaya
gereksinim vardir.

@ Bu kosul ¢6zimlemenin matematiksel olarak yapilabilmesi
icin gereklidir.

@ Diger yandan n serbestlik derecesi agisindan énemlidir. Bu
nedenle saghkli sonuglar igin érneklemin yeterince biyuk
olmasinin ayrica gerekli oldugu unutulmamalidir.

ULUSAL ACIK DERS
MALZENELERT
KONSORSIYUMU

LTA (2007 - 2011) iki Degigkenli Baglanim: Tahmin Sorunu (Sirtim 2,0)



Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 8

Varsayim 8
Belli bir 6rneklemdeki X degerlerinin hepsi ayni olamaz:

var(X) # 0

@ Eger bitin X degerleri ayni olursa:
X=X
Xi=Xi— X oldugundan

Bo = % formalindn paydasi sifir gikar.

@ Kisaca degiskenler degismelidir.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 9

Baglanim modeli dogru bigimde belirtiimis olmalidir.

@ Baglanim ¢ézimlemesi sonuglarinin gavenilirligi, secilen
modele bagldir.

o Ozellikle de bir iktisadi olguyu agiklayan birden fazla kuram
bulunuyor ise ekonometrici gok dikkatli olmalidir.

@ Her durumda modelin islev bigiminin ne oldugu, degisken
ve degistirgelerde dogrusal olup olmadigi konulari iyice
sorgulanmalidir.

@ Baglanim modeli yanlis oldugu zaman “model belirtim )
hatas!” (model specification error) ortaya ¢ikar. o=
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Model Belirtim Yanlihgi
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

Varsayim 10

“Tam cokluesdogrusallik” (exact multicollinearity) yoktur.

@ Tam cokluesdogrusallik durumunda baglanim katsayilari
belirsiz ve bu katsayilarin élgtnli hatalar da sonsuz olur.
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Siradan En Kigik Kareler Yontemi SEK Tahmincilerinin Turetilmesi
SEK Tahmincilerinin Arzulanan Ozellikleri
SEK Yonteminin Ardindaki Varsayimlar

KDBM Varsayimlarinin Gergekgiligi

Unlii ekonomist Milton Friedman’in “varsayimlarin yersizligi”
tezine gére gercek disilik bir Gstlnliktar:

“Onemli olabilmek icin ... bir énsay,
varsayimlarinda betimsel olarak gergek disi olmalidir.”

@ Ekonometrideki KDBM'nin, fiyat kuramindaki tam rekabet
modelinin karsihgi oldugu séylenebilir.

@ Diger bir deyisle 6ne strmis oldugumuz bu 10 varsayim
gergekleri timayle yansitmak igin degil, konuyu yavas
yavas gelistirebilmeyi kolaylagtirmak amaciyla 6nemlidir.

@ Bu varsayimlarin gergeklesmemesi durumunda dogacak _
sonuglari ise ilerideki bélimlerde inceleyecegiz. Ny
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SEK Yoénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi r?
Monte Carlo Yontemi

Ders Plani

@ SEK Yonteminin Giivenilirligi
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SEK Tahmincilerinin @Ig[]nl[] Hatalan
SEK Yoénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi r?
Monte Carlo Yontemi

SEK Tahmincilerinin Olclinlii Hatalar

@ Siradan en kiic¢ilk kareler tahmincilerinin érneklem
verilerinin birer iglevi oldugunu animsayalim:

Bp = MLXYi=2 . X2 Vi A _ TR Vi-E X XY
2 Ny XE— (X X)? pr = Ny X2 (3 X)?
-5 = V- X

@ Veriler 6rneklemden érnekleme degiseceqgi i¢in tahminler
de buna bagli olarak degisecektir.

e Oyleyse 31 ve (3, tahmincilerinin gtivenilirligi igin bir dlgite
gereksinim vardir. e
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SEK Tahmincilerinin @Ig[]nl[] Hatalan
SEK Yoénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi r?
Monte Carlo Yontemi

SEK Tahmincilerinin Olclinlii Hatalar

o istatistikte rastsal bir degiskenin dogruluk derecesi “6lciinlii
hata” (standard error), kisaca “6h” (se) ile él¢tlir:

Olgiinlii Hata

Olglinlii hata, bir tahminciye ait rneklem dagiliminin kendi
ortalamasindan ortalama olarak ne kadar saptigini gdsterir.
Orneklem dagihmi varyansinin arti degerli kare kékadur.
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SEK Tahmincilerinin Olgunlu Hatalan
SEK Yoénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi r*
Monte Carlo Yéntemi

SEK Tahmincilerinin Olclinlii Hatalar

@ Basta s6zU edilmis olan Gausscgu varsayimlar gegerli iken
SEK tahmincilerinin 6lgtnli hatalarn asagidaki gibidir:

A & ~ X2
var(fz) = Z—ig var(3) = zz::xch
A ” oA X2
Oh(P2) = = 6h(s) = ,,ZZ,’(I?U
@ Burada

var degisirlik ya da varyansi,
6h  o6lcunli hatayi,

o ise baglanimin sabit varyansini

gostermektedir. =
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SEK Tahmincilerinin @Ig[]nl[] Hatalan
SEK Yoénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi r?
Monte Carlo Yontemi

SEK Tahmincilerinin Olclinlii Hatalar

@ u;'nin sabit varyansini veren o2 sdyle tanmin edilir:

~ D
6'2: ZU,’
n-—2

@ Buradaki 62, bilinmeyen o2’nin SEK tahmincisidir.
oY G2 terimine “kalinti kareleri toplami” (residual sum of
squares), kisaca “KKT” (RSS) denir ve sdyle bulunur:
S of =Y y2 - B3 xF
@ n— 2 degeri ise iki degiskenli ¢6ziimleme igin gegerli
serbestlik derecesidir. =
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SEK Tahmincilerinin @Ig[]nl[] Hatalan
SEK Yoénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi r?
Monte Carlo Yontemi

Serbestlik Derecesi Kavrami

Serbestlik Derecesi

“Serbestlik derecesi” (degree of freedom), 6rneklemdeki toplam
gbzlem sayisi (n) eksi bunlar Gizerine konulmus olan bagimsiz
ve dogrusal sinirlama sayisidir.

@ Ornek olarak, KKT’nin hesaplanabilmesi igin énce 31 ve (3,
degerlerinin bulunmus olmasi gereklidir:

Soa2 =3 (Y- B — BeX)?

@ Dolayisiyla bu iki tahminci KKT Gzerine iki sinirlama getirir.

@ Bu durumda, KKT'yi ve dolayisiyla da 6lctnli hatayr dogru
hesaplayabilmek icin aslinda elde n degil n — 2 sayida =S
bagimsiz gézlem vardir. U4
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SEK Tahmincilerinin Olgunlu Hatalan
SEK Yoénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi r*

Monte Carlo Yontemi

SEK Tahmincilerinin Olclinlti Hatalarinin Ozellikleri

SEK tahmincileri 31 ve 3>’nin varyans formidillerini animsayalim:

~ = X2
var(e) = &5 var(By) = 2

an20

(4 ile 3, tahmincilerinin varyanslarinin ve dolayisiyla bunlarin
6lgtnlb hatalarinin su ézellikleri &nemlidir:

@ Orneklem biyikligi n arttikga >~ x2 toplamindaki terim
sayisi da artar. Béylece n biytdikce 31 ve o'nin dogruluk
dereceleri de artar.

@ 3 ve [3, verili bir drneklemde birbirleri ile iligkili olabilirler.
Bu bagimlilik aralarindaki kovaryans ile él¢alar:

i cov(fy, B2) = —X var(f2)
© Eger X arti dederli ise kovaryans da eksi degerli olur. Bu

durumda eger 3, katsayisi oldugundan biylk tahmin ed|I|r
|Se 61 de O|dUgUndan kuguk tahm|n ed||m|§ OIUr ULUSAL ACIK DERS
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SEK Tahmincilerinin Olgiinlii Hatalar
SEK Yénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi 2
Monte Carlo Yontemi

Belirleme Katsayisi r?

@ Eldeki gézlemler cogunlukla baglanim dogrusu lzerinde
yer almazlar.

@ Arti ya da eksi isaretli J; hatalari ile karsilasildijina gére

6rneklem baglanim dogrusunun eldeki verilerle ne élgide
Ortlstiguna gbsteren bir dlctte gereksinim vardir:

Belirleme Katsayisi

“Belirleme katsayisI” (coefficient of determination) ya da r?
(coklu baglanimda R?), érneklem baglanim islevinin verilere ne
kadar iyi yakistigini gosteren 6zet bir 6lguttir.
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SEK Tahmincilerinin Olgiinlii Hatalar
SEK Yénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi 2
Monte Carlo Yéntemi

Belirleme Katsayisinin Hesaplanmasi

Belirleme katsayisini hesaplamak icin, y; = y; + ; esitliginin iki
yaninin karesi alinir ve 6rneklem boyunca toplanir:

YyE= X9 + X208+ 2% il
= 2}7/2 +Zﬁi2
=By + X4

TKT = BKT + KKT

Burada
TKT  “Toplam Kareleri Toplami” (Total Sum of Squares),

BKT “Baglanim Kareleri Toplami” (Regression Sum of Squares),
KKT “Kalinti Kareleri Toplami” (Residual Sum of Squares)
anlamina gelmektedir.
@ Yukaridaki 3" y;d; teriminin SEK baglanim dogrusunun 3. 5=
" ios . o . . U4(D
6zelliginden dolayi sifira esit olduguna dikkat ediniz. il s e
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SEK Tahmincilerinin Olgiinlii Hatalar
SEK Yénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi 2
Monte Carlo Yontemi

Belirleme Katsayisinin Hesaplanmasi

Yy2 o= BYxR o+ Tof
TKT = BKT + KKT

Yukaridaki esitligin her iki yanini TKT’ye bélelim:
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SEK Tahmincilerinin Olgiinlii Hatalar
SEK Yénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi 2
Monte Carlo Yontemi

Belirleme Katsayisinin Ozellikleri

r?’nin iki temel 6zelliginden sdz edilebilir:
@ r? eksi deger almayan bir blyukIGktir.
@ Sinirlan 0 < r?2 < 1dir.

Buna gére:

@ Eger r? = 1 olursa bu kusursuz bir yakisma demektir. Bu
durumda rastsal hata yoktur ve tim gdzlemler bire bir
baglanim dogrusu Uzerinde yer almaktadir.

@ Sifira esit bir r? ise bagimli degiskenle aciklayici degisken
arasinda hicbir iligkinin olmadigi (82 = 0) anlamina gelir.
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SEK Tahmincilerinin Olgiinlii Hatalar
SEK Yénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi 2
Monte Carlo Yontemi

llinti Katsayisi

r? ile yakin iligkili ama kavramsal olarak ¢ok uzak bir bily(ikliik
“ilinti katsayis1” (coefficient of correlation), kisaca r’dir:

r=+vr2

@ r degeri, bagimli ve acgiklayici degiskenler arasindaki
dogrusal bagimliligin bir 6lctstddr.
@ —1ve +1arasindayeralr: —1 <r <H1.
@ Bakisimlidir: rxy = ryx.
@ Sifir noktasindan ve dlgekten bagimsizdir.
@ Herhangi bir neden-sonug iligkisi icermez.
o ki degisken arasinda sifir ilinti (r = 0) mutlaka bagimsizlik S5

gbstermez ¢lnku r yalnizca dogrusal iliskiyi élcer. "
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SEK Yoénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi r?
Monte Carlo Yéntemi

Monte Carlo Yontemi

@ KDBM varsayimlari altinda SEK tahmincilerinin EDYT (En
iyi Dogrusal Yansiz Tahminci) olmalarini saglayan bazi
arzulanan &zellikler tagidiklarini animsayalim.

@ EDYT ozelliklerinin gecerliligi, bir “benzetim” (simulation)
yontemi olan Monte Carlo deneyleri ile dogrulanabilir.

@ Bu ybntem, anakitle katsayilarini tahmin eden streglerin
istatistiksel 6zelliklerini incelemede sik¢a kullaniimaktadir.

@ Monte Carlo ayni zamanda istatistiksel ¢cikarsamanin
temeli sayilan “tekrarli 6rnekleme” (repeated sampling)
kavraminin anlagiimasi igin de yararli bir aragtir.
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SEK Tahmincilerinin ngumu Hatalari
SEK Yoénteminin Givenilirligi Belirleme Katsayisi r?
Monte Carlo Yéntemi

Monte Carlo Yonteminin Adimlari

Bir Monte Carlo deneyi asagidaki gibi yapilir:
@ Anakitle katsayilari segilir. Ornek: 31 = 20 ve 3, = 0,6.
@ Bir drneklem bliyikliigi segilir. Ornek: n = 25.
© Her gbzlem igin bir X degeri belirlenir.
© Bir rastsal sayi olusturucu kullanilarak u; kalintilar Gretilir.
@ B4, B2, Xler ve uy'ler kullanilarak Y; degerleri bulunur.

O Bu sekilde Uretilen Y; degerleri X;'ler ile baglanima sokulur
ve 31 ve (3> SEK tahmincileri hesaplanir.

@ islem tekrarlanir (8rnegin 1000 kez) ve rastsalliktan dolay!
her seferde degisen tahminlerin ortalamalari (3, 32) alinir.

O Eger 61 ve 6:2 degerleri 31 ve >’ye asagi yukari esit ise,
deney SEK tahmincilerinin yansizhgini, diger bir deyisle a;

E(f1) = 1 ve E(B2) = 2 oldugunu saptamig sayilir. e
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Ders Plani

© sayisal Bir Ornek
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Sayisal Bir Ornek

@ Ele almis oldugumuz bazi kavramlari sayisal bir érnek
yardimi ile gézden gegirelim. Tirkiye’de 1987-2006 arasi
toplam tiketim harcamalari ve GSYH verileri séyledir:

Cizelge: Turkiye'de TUketim ve GSYH (1987—-2006)
vil c Y | c Y

1987 51.019 74.416 | 1997 77.620 112.892
1988 51.638 76.143 | 1998 78.113  116.541
1989 51.105 76.364 | 1999  76.077  111.083
1990 57.803  83.371 2000 80.774  119.147
1991 59.366  84.271 2001 73.356  110.267
1992 61.282 88.893 | 2002 74.894  118.923
1993 66.545  96.391 2003 79.862 125.778
1994 62.962 91.600 | 2004 87.897 137.110
1995 66.011 97.729 | 2005 95.594  147.200
1996 71.614 104.940 | 2006 100.584 156.249

@ Toplu 6zel nihai tiketim harcamalarini (Y), gayri safi yurtig
hasila (X) ile iligkilendirmek istiyor olalim.
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TURKIYE 1987-2006 YILLARI ARASI MiLLI GELIR VE TUKETIM HARCAMALARI iLISKiSI

T T T
100 - Y=8,03+0,593X —— 7

Toplu Ozel Nihai Tiiketim Harcamalari

| | | | | | | | =\
80 920 100 110 120 130 140 150 160 udp
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SEK Baglanimi gretl Ciktisi

“ < gretl: model 1 v () 1%
Dosya Dizenle Sinamalar Kaydet Cizitler Cézimleme LaTeX

Model 1: SEK (0LS), kullanilan gozlemler: 1987-2006 (T = 20)

Bagimli dedisken: tuketim

katsay1i olg. hata t-oran1  p-dederi

const 8,03438 1,85509 4,331 0,0004  **k
gsyih @,593351 0,0170331 34,84 5,68e- 18 ***

Bagiml1i dedisken ort  71,20574 Badimli dedisken &.s. 14,07370

Kalint1 kareleri top 55,00622 Baglanim &.h. 1,748114
R-kare 0,985384  Ayarlamali R-kare 0,984572
F(1, 18) 1213,489  P-dederi (F) 5,68e-18
Log-olabilirlik -38,49591  Akaike &lgitid 80,99182
Schwarz 6lglti 82,98328  Hannan-Quinn 81, 38058
ro 0,613231 Durbin-watson 0,748726

Mot: d.s. ve o.h. dlginli sapma ve olginli hatay:l gostermektedir.
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SEK Baglanim Ciktisinin Yorumlanmasi

@ Gretl ¢ciktisina gére marjinal tiketim egilimi (MTE) 0,59'dur.

@ Buna gore gelir 1 lira arttiginda tiiketimin de 59 kurus
artmasi beklenmektedir.

@ Sabit terim, toplam gelir sifir oldugunda toplam tiketimin
yaklasik 8 milyon lira olacagini géstermektedir.

@ Sifir gelirin gdzlem arahgi diginda kalan ve gercek hayatta
olanaksiz bir deger olmasindan dolayi, sabit terimin
boylesi bir mekanik yorumu iktisadi anlam icermemektedir.

@ Gretl 31, B2 ve 0 icin 6lclinlii hatalari sirasiyla 1,85509 ve
0,0170331 ve 1,748114 olarak hesaplamistir.

@ Yukaridaki degerlerin karesi alinarak var(3;) = 3,44136 ve
var(f32) = 0,000290126 ve 52 = 3,05590 varyanslari da
kolayca bulunabilir.

@ r? = 0,985 degeri ise baglanim modelinin verilere gergekgl
kabul edilemeyecek kadar iyi yakistigini gdstermektedir. i
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Oniimiizdeki Dersin Konusu ve Odev

Kitaptan Bolum 3 “Two-Variable Regression Model: The

Problem of Estimation” okunacak.

Oniimiizdeki Ders
Normallik Varsayimi ve Encok Olabilirlik Yéntemi
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