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Anlamli Basamaklar ve Yuvarlama Kurallar
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Anlamli Basamaklar ve Yuvarlama Kurallar

Anlamli Basamaklar

Anlamli Basamaklar

Ondalik bir sayinin “anlamli basamaklari” (significant digits), o
sayinin kesinlik ve dogruluguna katkida bulunan tim
basamaklarini gosterir.

@ Veri ve dlgctimleri elde etmek igin cesitli siire¢ ve islemler
kullanilabilmektedir.

@ Eger eldeki 6lgiime ait bazi rakamlar, o 6lgimi elde etmek
icin kullanilan surecin dogruluk siniri digindaysa, bunlari
kullanmanin anlami yoktur.

@ Ornek olarak, kol saatimize bakip “saat 10:18:37:3” demek

anlamli degildir. Saat 10:18dir. o
U4&D
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Anlamli Basamaklar ve Yuvarlama Kurallar

Anlamli Basamaklari Belirleme Kurallari

@ Sifir olmayan tim basamaklar anlamhidir.
Ornek: 123456 sayisinin anlamli basamak sayisi altidir.

@ iki sifir-disi basamak arasindaki tim sifirlar anlamhdir.
Ornek: 103,406 sayisinin anlamli basamak sayisi altidir.

© Bastaki sifirlar anlamsizdir.
Ornek: 000012 ve 0,012 igin anlaml basamak sayisi ikidir.

© Ondalik ayrag iceren sayilarda sondaki sifirlar anlamhdir.
Ornek: 1,20300 igin anlamlilik diizeyi alti basamaktr.

©@ Tam sayilarda sondaki sifirlar anlamli ya da anlamsiz
olabilir.
Ornek: (10000), (10000), (1230000) ve (100,) sayilari igin
anlamlihk dlzeyi Gg¢tar. Sonuncu 6rnekte ondalik ayraginin
anlamlilik diizeyini vurgulamak i¢in kullanilmis olduguna
dikkat ediniz.
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Anlamli Basamaklar ve Yuvarlama Kurallar

Bilimsel Gosterim

@ “Bilimsel gdsterim” (scientific notation), bastaki ve sondaki
anlamli olmayan sifirlari kullanmayarak anlamli basamak
sayisindaki olasi bir karigikligi dnlemeyi hedefler.

@ Kisaca bilimsel gdsterimde tim basamaklar anlamlidir.

o “Ustel gdsterim” (exponential notation) adi da verilen
bilimsel gésterimde tiim sayilar a x 10 bigiminde yazilir.

@ Burada b bir tam sayidir. aise 1 < |a| < 10 olan bir “oranli
say!” (rational number) bigimindedir.

Ornek: 0,00123 bilimsel gdsterimi 1,23 x 10~3"tir.

Ornek: 0,0012300 bilimsel gdsterimi 1,2300 x 10~3'tir.
Ornek: 1230000 eger dort basamaga kadar anlamli ise
1,230 x 10° diye gésterilir.

Ornek: Ug basamaga kadar anlamliysa da 1,23 x 10° olur.

@ Dikkat: Bilimsel gésterimde, bastaki oranli sayinin her u
zaman 1 ile 10 arasinda olduguna dikkat ediniz.
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Anlamli Basamaklar ve Yuvarlama Kurallar

Yuvarlama Kurallari

“Yuvarlama” (rounding) kavrami anlamli basamak kavrami ile
yakindan iligkilidir.
Cesitli hesaplamalarda siradan yuvarlama yerine “istatistikci
yuvarlamasi” (statistician’s rounding) yontemini kullanmak,
sonuclarin yukari “yanh” (biased) olmasini 6nlemede gereklidir:
@ Tutulacak son basamak segilir. Bir sonra gelen basamak
eger < 5 ise tutulacak basamak degigsmez.
Ornek: 1,2345 sayisi (ic basamaga yuvarlanirsa 1,23 olur.
Ornek: 1230000 iki basamaga yuvarlanirsa 1200000 olur.
@ Bir sonraki basamak > 5 ise tutulacak basamak bir artirilir.
Ornek: 0,126 sayisi iki basamaga yuvarlanirsa 0,13 olur.
© Bir sonra gelen basamak = 5 ise; tutulacak basamak tek
saylysa bir artirlir, ¢ift saylysa degistirimez.
Ornek: 13500 sayis! iki basamaga yuvarlanirsa 14000 qur
Ornek: 0,125 sayisi iki basamaga yuvarlanirsa 0,12 olur. 5;335;[:;553;;;;.
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Anlamli Basamaklar ve Yuvarlama Kurallar

Anlamli Basamaklar ve Aritmetik

Anlaml basamaklar ile ilgili olarak, veri ve élciimler arasi
aritmetik islemlerinde asagidaki kurallar uygulanir:

@ Oncelikle, 6rnek olarak 0,12 gibi bir degerin gercekte 0,115
ile 0,125 arasinda oldugu unutulmamalidir.

@ Toplama ve gikarma islemlerinde sonug, girdiler icinde en
az ondalik basamak iceren sayi ile ayni ondalik basamak
sayisinda olacak sekilde yuvarlanmalidir.

Ornek: 0,12 + 0,1277 yaniti 0,2477 degil 0,25 olmalidir.

© Carpma ve bdlme iglemlerinde sonug, girdiler igindeki en
az anlaml basamak igeren sayi ile ayni anlamlilik
dlzeyinde olmalidir.
Ornek: 0,12 x 1234 yaniti 148,08 degil 150 olmalidir.

© Ancak ara islemlerde izleyici basamaklari elde tutmak Ef

gereklidir. Boylece yuvarlama hatalari azaltilmis olur. DyfomK
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Orneklem Uzayi ve Orneklem Noktasi

Orneklem Uzayi ve Orneklem Noktasi

“Rastsal” (random) bir deneyin olabilecek tim sonuglarina
“érneklem uzay!” (sample space), bu érneklem uzayinin her bir
dyesine de “6rneklem noktas!” (sample point) denir.

@ Ornek: ki madeni para ile yazi-tura atma deneyinin 4
6rneklem noktall bir 6rneklem uzayi vardir:

Y = {YY, YT, TY, TT}

ULUSAL ACIK DERS
MALZENELERT
KONSORSIYUMU

LTA (2007 - 2011) istatistiksel Kavramlarin Gozden Gegirilmesi (Stirtim 2,0)



Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Rastsal Olay ve Karsilikli Diglamali Olay

Rastsal Olay

Rastsal bir deneye ait 6rneklem uzayinin olasi her bir alt
kiimesine “rastsal olay” (random event) denir.

e Ornek: Bir yazi ve bir tura gelmesi olayi: {YT, TY}

Karsilikli Diglamali Olay

Bir olayin gerceklesmesi diger bir olayin olusmasini énllyorsa,
bu iki olay “karsilikli dislamal” (mutually exclusive) olaylardir.

@ Ornek: {YY, YT, TY} ve {TT} karsilikli diglamalidir.
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Rastsal Degigsken

Rastsal Degigken

Degerleri rastsal bir deney sonucu belirlenen degiskene “rastsal
degisken” (random variable) ya da kisaca “rd” (rv) denir.

@ Rastsal degigkenler genellikle X, Y, Z gibi blylk harflerle
ve aldiklari degerler de x, y, z gibi kiiglk harflerle gdsterilir.

@ Rastsal bir degigken ya “kesikli” (discrete) ya da “stirekli”
(continuous) olur.

@ Kesikli bir rd ancak sonlu sayida farkli degerler alabilir.
Ornek: Zar.

@ Surekli bir rd ise belli bir aralikta her sayisal degeri alabilir.
Ornek: Rastsal olarak secilmis bir kiginin boyu. o=
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Olasilk

A, 6rneklem uzayindaki bir olay olsun. Rastsal deney surekli
yinelendiginde, A olayinin ger¢eklesme siklik oranina A olayina
ait “olasilik” (probability) denir, P(A) ya da Prob(A) ile gosterilir.

@ P(A) ayni zamanda “goreli siklik” (relative frequency)
olarak da adlandirilir.
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri

Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Olasiligin Ozellikleri

P(A) gercek degerli bir “islev” (function) olup, su 6zellikleri tagir:

@ Her Aigin 0 < P(A) < 1'dir. (1 = %100)
@ A B,C,... 6rneklem uzayini olusturuyorsa su gegerlidir:
PA+B+C+...)=1
© A, Bve C karslilikh diglamali olaylar ise su gegerlidir:
P(A+ B+ C)=P(A)+ P(B) + P(C)

Ornek: Alti ylizIi bir zari atma deneyi diisiinelim:
Bu deneyde érneklem uzayi= {1,2,3,4,5,6} bicimindedir ve
P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = P(5) = P(6) = 1/6dur.
Ayrica, P(1) + P(2) + P(3) + P(4) + P(5) + P(6) = 1 olur. =

uuuuuuuuuuuu

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) istatistiksel Kavramlarin Gozden Gegirilmesi (Stirtim 2,0)



Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi

Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Kesikli Olasilik Yogunluk islevi

Kesikli Bir Degiskenin Olasilik Yogunluk islevi

X degiskeni xq, X2, X3, ... gibi ayrik degerler alan bir rd olsun.

fx)=P(X=x;) i=1,2,...,nigin
=0 X # Xj igin

islevine X’e ait “kesikli olasilik yogunluk iglevi” (discrete
probability density function) denir.

@ Ornek: iki zar atildi§inda zarlarin toplam degerini gdsteren
kesikli rastsal degisken X, 11 farkli deger alabilir:

x=1{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

fx)=1{1,2 8 4 8 6 5 4 38 2 1 o
367 367 36736736736 36 367 367 36’ 36 U4D
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Kesikli Olasilik Yogunluk islevi Ornek

Goreli Siklik
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Siirekli Olasilik Yogunluk islevi

Surekli Bir Degiskenin Olasilik Yogunluk islevi
X surekli bir rd olsun.

f(x) >0,
J7 f0ax =1,
fa x)dx = P(a< x < b)

Eger yukaridaki kosullar saglanirsa, f(x)’e X’in “surekli olasilik
yogunluk islevi” (continuous probability density function) denir.
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri

Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Siirekli Olasilik Yogunluk islevi Ornek

SUREKLI BIR DEGISKENE AIT OLASILIK YOGUNLUK ISLEVi
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Birlesik Olasilik Yogunluk islevi

Birlesik Olasilik Yogunluk islevi
X ve Y iki kesikli rd olsun.
f(x,y)=P(X=xiANY =y)),
=0 X # X NY # yjigin

islevi, “kesikli birlesik olasilik yogunluk islevi” (discrete joint
probability density function) adini alir.

@ Birlesik OYi, X’in x; degerini ve Y’nin de y; degerini ayni
anda almasinin birlesik olasihgini gdsterir.
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Birlesik Olasilik Yogunluk islevi Ornek

® Asagidaki cizelgede X ve Y kesikli degiskenlerine ait bir
birlegik OY| gdsterilmektedir:

X
1 2 3
Y 0/02 03 0,1
1/01 0,1 02

@ Buna gére X = 2 degerini aldiginda Y = 0 olma olasiligi
f(2,0) = 0,3 ya da diger bir deyisle %30°dur.

@ TUm olasiliklar toplaminin 1 olduguna dikkat ediniz. _
=

e
U4D
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Marjinal Olasilik Yogunluk islevi

Marjinal Olasilik Yogunluk islevi

f(x, y) birlesik OYi'sine iligkin olarak f(x) ve f(y) iglevlerine
“marjinal olasilik yogunluk islevi” (marginal probability density
function) ad verilir:

f(x)=3,f(x,y) Xinmarjinal OYi'si
fly) =3, f(x,y) Y’nin marjinal OY/'si
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Marijinal Olasilik Yogunluk islevi Ornek

@ Onceki drnekteki verileri ele alahm. X’in marjinal OY/'si:

fx=1) = Y, f(x=1y) = 02+01 = 03

fix=2) = 3, f(x=2y) = 03+01 = 04

flx=8) = Y, f(x=8y) = 01+02 = 03
_|_

1,0

@ Ayni sekilde Y’nin marjinal OYi'si de asagidaki gibidir:

fly=0) = S, f(y=0x) = 02+03+01 = 06
f(y:1) = fo(y:1,x) = 01+01+02 = 04
+
1,08
udom
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi

Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

statistiksel Bagimsizlik

Istatistiksel Bagimsizlik
X ve Y rastsal degigkenlerinin ancak ve ancak

f(x,y) = f(x) - f(y)

carpimi olarak yazilabilmeleri durumunda bunlara “istatistiksel
bagimsiz” (statistically independent) degiskenler denir.
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk Islevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

statistiksel Bagimsizlik Ornek

o Ornek olarak bir torbada tizerlerinde 1, 2, 3 yazili (i top
oldugunu distnelim. Torbadan iki top (X ve Y) yerine
koyularak cekilirse, X ve Y’nin birlegik OYI'si séyle olur:

X @ Burada f(x =1,y = 1) = {dur

1 2 3 of(x:1):1zyf1(x:11,y1)

1 % % % =gtats=3

Y 2 T 9 3 of(y:1):1xf1(x,}q:11)
8ls 9 3 =gtsts=3

@ Bu drnekte f(x, y) = f(x) - f(y) olduguna gébre, bu iki

degisken istatistiksel olarak bagimsizdir diyebiliriz. =N
U4D
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri

@ Matematikte, bir noktalar kimesinin nasil bir sekil
gbsterdigini anlatan sayisal 6l¢lye “beklem” (moment)
denir.

@ Dolayisiyla, bir olasihk dagilimi o dagilima ait bir dizi
beklem ile 6zetlenebilir.

@ Beklemler, “merkezi beklem” (central moment) ve “ham
beklem” (raw moment) olarak ikiye ayrilir.

@ En yaygin kullanilan iki beklem ise “ortalama” (mean) (u)
ve “varyans” (variance) (o?) olarak karsimiza cikar.

@ Ortalama, ayni zamanda “beklenen deger” (expected
value) olarak da adlandirilir.
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Beklenen Deger

Beklenen Deger

Kesikli bir rd olan X’e ait ortalama ya da beklenen deger E(X)
sbyle tanimlanir:

E(X) =2 x xf(x)

@ Ornek olarak, iki zarin toplamini gdsteren kesikli rd X’in
olasihk dagilimini ele alalim:

E(X) =2 yxf(x)= 21+336+436+ +11 +1236:7

@ Demek ki iki zar atildiginda g6zlenecek sayilarin beklenen ___
o o
degeri 77dir. Ny
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Beklenen Degerin Ozellikleri

Beklenen deger kavramina iligkin bazi 6zellikler gsunlardir:
@ Sabit bir sayinin beklenen degeri kendisidir.
Ornek: Eger b = 2 ise E(b) = 2'dir.
@ Eger ave b birer sabitse, E(aX + b) = aE(X) + bdir.
© Eger X ve Y bagimsiz rd ise, E(XY) = E(X)E(Y)dir.
Q X, f(X) olasilik yodunluk islevli bir rd ve g(X) de X’in
herhangi bir isleviyse, su kural gegerlidir:

Elg(X)]=>_, ( ) (x) X kesikli ise,
= [%_g(X)f(x)dx X sirekliise.

Buna gore eger g(X) = X? ise:

E(X?) =3, x2f(X) X kesikli ise,
= [ x2f(X)dx X sUrekli ise. uglom

uuuuuuuuuuuu
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Beklenen Deger Ornek

o Ornek olarak, asagidaki OY''yi ele alalim:

x = {2, 1, 2}

fx) = 3§ & 8

@ Buna gére X’in beklenen degeri sudur:
E(X) =3, xf(x )— —25+1 1422
= 8

@ Ayrica X?'nin beklenen degeri ise sudur:

E(X?) =Y x2f(x) =45 + 1% + 45

29

8
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Varyans (Degisirlik)

Varyans (Degisirlik)
X bir rd ve E(X) = p ise, X degerlerinin beklenen degerleri
etrafindaki yayilimi “varyans” (variance) ile élgular:

var(X) = o% = >, (X )f(x) X kesikli ise,
=/ (X— p)?f(x)dx X siirekli ise.

@ o¢/nin arti degerli kare koki ox, X’e ait “6l¢inli sapma”
(standard deviation) olarak adlandirilir.

@ Varyans ve 6lcinli sapma, her bir rastsal x degerinin X’in
ortalamasi etrafinda ne geniglikte bir alana yayildiginin
gOstergesidir. ==
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Varyansin Ozellikleri

Varyans kavramina iligskin bazi ézellikler sunlardir:
@ Sabit bir sayinin varyansi sifirdir.
@ Eger ave b birer sabitse, var(aX + b) = a?var(X)'dir.
© Eger X ve Y badimsiz birer rd ise su yazilabilir:
var(X + Y) = var(X) + var(Y)
var(X — Y) = var(X) + var(Y)
© Eger X ve Y badimsiz birer rd ve a, b, ¢ de birer sabit ise,
asagidaki kural gegerlidir:
var(aX + bY + ¢) = avar(X) + bPvar(Y)

S
U4ID
ULUSAL ACIK DERS

MALZENELERT
KONSORSIYUMU

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) istatistiksel Kavramlarin Gozden Gegirilmesi (Stirtim 2,0)



Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Varyans Ornek

@ Hesaplama kolayligi bakimindan varyans formala séyle de

yazilabilir:

var(X) = o% = (1/n) 3 ((Xi — E(X))?)
= (1/n) 3 (X2 — 2X,E(X) + E(X)?)
ZZ(X, )/n— S 2X:E(X)/n+ 3 E(X)?/n
= E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)?

@ Buna gére dnceki drnekteki rastsal degiskenin varyansi

sudur:
29 5\2 207 )
var(X) = 5 - (‘s) =64

uuuuuuuuuuuu
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi

Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Kovaryans (Esdegisirlik)

Kovaryans (Esdegisirlik)

X ve Y rd’lerinin ortalamalari sirasiyla E(X) ve E(Y) olsun. Bu

iki degiskenin birlikte degisirlikleri “kovaryans” (covariance) ile

Olguldr:

cov(X,Y)=>_, > XY f(x,y) —E(X)E(Y) kesikliyse,
= [T [T XY f(x,y) dxdy—E(X)E(Y) srekliyse.

@ Kovaryans formdli sdyle de gosterilebilir: cov(X, Y) =
E[(X = E(X)(Y — E(Y))] = E(XY) — E(X)E(Y)

@ Goruldagu gibi bir degiskenin varyansi ayni zamanda
kendisiyle olan kovaryansidir. =

uuuuuuuuuuuuuu
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Kovaryansin Ozellikleri

Kovaryans kavramina iligkin birkag énemli 6zellik sunlardir:
@ Eger X ve Y bagimsiz rd’ler ise kovaryanslari 0 olur:
cov(X,Y) = E(XY) —E(X)E(Y)
=E(X)E(Y) —E(X)E(Y)=0
© Eger a, b, ¢, d birer sabitse su kural gegerlidir:
cov(a+ bX,c+ dY) = bd cov(X,Y)
© Bagimsiz olmayan X ve Y rd’lerinin bilesimlerinin
varyanslarini hesaplarken kovaryans bilgisi de gereklidir:

var(aX + bY) = a2var(X) + b?var(Y) + 2abcov(X,Y)
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

llinti Katsayisi

ilinti Katsayisi

“llinti katsayisi” (correlation coefficient) iki rd arasindaki
dogrusal iligkinin bir 8lgtstdir ve [—1, 1] de@erleri arasinda yer
alir:

cov(X,Y)  cov(X,Y)

var(X)var(Y) oxoy

@ Yukaridaki formulden su gérilebilir: cov(X, Y) = poxoy,
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Diger Merkezi Beklemler

@ Genel olarak, f(x) tek degiskenli OYi'sinin kendi ortalamasi
dolayindaki merkezi beklemleri sdyle tanimlanir:

Beklem Tanim Agiklama

1 ) 0

2 E(X —p)?> varyans
3 E(X —p)® carpiklik
4 E(X —p)*  basiklik

n E(X —u)" n.derece

@ “Carpiklik” (skewness), bakisimdan uzakhgi élcer.

@ “Basiklik” (kurtosis), yayvanhgi incelemek igin kullanihr.

@ Bir rastsal degdiskenin normal dagilima uyup uymadigini 5=
anlamak i¢in carpiklik ve basiklik degerlerine bakilabilir. DyfomK

MALZENELERT
KONSORSIYUMU

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) istatistiksel Kavramlarin Gozden Gegirilmesi (Stirtim 2,0)



Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
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Istatistiksel Dagilimlarda Carpiklik

ISTATISTIKSEL DAGILIMLARDA CARPIKLIK

T T T

N@©, 1) ——
04 - N Weibull(16, 16) ——
[\ Ki-kare(4) —

0.2 -

015 / N

0,1 -

Yogunluk

Saga carpik Sola garpik

0 2 18 20 yldom
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagihmlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Istatistiksel Dagilimlarda Basiklik

ISTATISTIKSEL DAGILIMLARDA BASIKLIK

05 F T =
N(0; 0,75) ——
N\ N(@©, 1) ——
/ \ - [
/ \ Sivri N(0; 1,25)
04 / \ i
Normal
< 0,3 ~
= Yayvan
3
e
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Normal Dagilhm

Normal Dagilim

Ortalamasi ve varyansi sirasiyla p ve o2 olan “normal dagilim”
(normal distribution) asagidaki QY| ile gdsterilir:

f(x) = L exp<—1(_'u)2>, —00 < x <00

@ Normal dagilan bir rd, X ~ N(u, 0?) seklinde gosterilir.

@ Normal egri altinda kalan alanin yaklasik ytizde 68’i u + o
degerleri, yizde 95 kadari p + 20 deg@erleri ve ylzde 99,7
kadari da p + 30 degerleri arasinda yer alir.
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Olciinlii Normal Dagilim

Olgiinlii Normal Dagilim

“Olgiinli normal dagihm” (standard normal distribu.tion) icin
p =0, 02 = 14dirve X ~ N(0, 1) diye gésterilir. OYI'si sudur:

f(x) =

@ Formilde gorilen exp iglemcisi, e Uzeri anlamina gelir.

@ . ve o degerleri verili ve normal dagilan X rd’si, Z = L
form0lU ile 6l¢ctnlt normal degisken Z’ye dénastaralir.

@ Ornek: X ~ N(8,4) olsun. X’in [6, 12] arasi degerler alma
olasiligi igin Z; = 858 = —1 ve Z, = 128 = 27dir,
Cizelgeden P(0 < Z < 2) = 0,4772 oldugunu gérlriz. .
Bakisim nedeniyle P(—1 < Z < 0) = 0,3413 bulunur.
Demek ki istenilen olasilik 0,3413 + 0,4772 = 0,8185tir. st
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Olgiinlii Normal Dagilim Ornek

OLGUNLU NORMAL DAGILIM

T T NG, 1)\7

02 - \ |

0,15 - / \ B

0,1 - B

Yogunluk
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Normal Dagilimin Ozellikleri

Normal dagilima iligkin bazi ézellikler sunlardir:
@ Normal dagilimin 3. ve 4. merkezi beklemleri sdyledir:

3. merkezi beklem: E(X — ) =0
4. merkezi beklem: E(X — p)* = 30*

Buna gére, 6l¢lnli normal dagihmin basikligr 3’tar. Ayrica
carpikh@r 0 oldugu igin “bakisimli” (symmetric) olur.

© Normal dagilan bir rd’nin tek sayili tim beklemleri sifirdir.

() Normal rd’lerin dogrusal bilesimleri de normal dagilir.
Ornek: Xy ~ N(p1,02) ve Xo ~ N(pg,03) iki bagimsiz rd
olsun. Eger Y = aXj + bX; ise,

Y ~ N [(ap1 + buz), (8202 + b?s3)] olur. S
U4D

MALZENELERT
KONSORSIYUMU

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) istatistiksel Kavramlarin Gozden Gegirilmesi (Stirtim 2,0)



Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Merkezi Limit Kanitsavi

@ Normal dagilima iliskin &nemli bir nokta da “Merkezi limit
kanitsavi” (central limit theorem) ya da kisaca “MLK” (CLT)
konusudur.

@ Merkezi limit kanitsavi gunimuz olasilik kuraminin yapi
tasglarindan biridir.

@ MLK'yi kisaca agiklamak icin, bagimsiz ve benzer sekilde
dagilan (ortalama = y, varyans = ¢2) nsayida Xi,..., Xs
rastsal degisken varsayalim.

@ Kanitsava gore bu rd’ler, n sonsuza giderken ortalamasi p
ve varyansi da ¢2/n olan normal dagilima yakinsarlar.

@ Baslangigtaki OYi ne olursa olsun bu sonug gegerlidir. _
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Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
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x? (Ki-Kare) Dagilimi

x? (Ki-Kare) Dagilimi
Zy,20,23, ..., 2, k sayida dlctnli normal degisken olsun. Bu

durumda .
=37
i=1

rastsal degiskeni, x> seklinde gosterilen “ki-kare” (chi-square)
dagilimina uyar.

@ Buradaki k degeri, ki-kare degiskenine ait “serbestlik
derecesi” (degrees of freedom) ya da kisaca “sd” (df)
olarak tanimlanir. =
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Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

v2 (Ki-Kare) Dagiliminin Ozellikleri

Ki-kare dagilimina iliskin bazi 6zellikler sunlardir:
@ Ki-kare, “saga garpik” (right-skewed) bir dagihmdir ancak
serbestlik derecesi arttikga bakisima yaklasir.
@ k sdlli bir x2 dagiliminin ortalamasi k, varyansi ise 2k’dir.
© Eger Z; ve Z iki bagimsiz dagdilan ki-kare degiskeniyse,
Z; + Z, toplami da sd = ky + k olan bir x? degiskeni olur.
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri

Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

v? (Ki-Kare) Dagilimi Ornek

Ki-KARE DAGILIMI

0,5 T
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Student T Dagilmi

Student T Dagilimi

Z; bir élctinli normal degisken ve Z, de Z;’den bagimsiz bir
ki-kare degigkeni olsun. Bu durumda:

Z
JZo/k

degiskeni, k sd ile “Student ¢’ (Student’s t) dagihmina uyar.

t=

@ Neredeyse tim calismalarini “Student” takma adi ile
yazmis olan istatistik¢i William Sealy Gosset (1876-1937)
tarafindan bulunmustur.

@ t dagihmi da normal dagilim gibi bakisimli ancak daha

basiktir. Sd'si yiikseldikge normal dagilima yakinsar. “j
@ Ortalamasi 0, varyansi ise k > 2 igin k/(k — 2)dir.
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udent T Dagilimi Ornek

STUDENT T DAGILIMI
0,5 T

045 - t(5) —— -

04 —_ t(120) ~ Normal B
N\

Yogunluk
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi

Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Fisher-Snedecor F Dagilimi

Fisher-Snedecor F Dagilimi
Zy ve Zo, ki ve ko sd’li bagimsiz iki ki-kare degiskeni olsun. Bu
durumda:
 Zy/ky
- Z/ke’
ky ve ko sd’li bir “F dagilimi” (F distribution) bigiminde dagulir.
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Olasilik ve Olasilik Yogunluk iglevi
Olasilik Konusu ve Olasilik Dagiimlari Olasilik Dagilimlarinin Beklemleri
Bazi Kuramsal Olasilik Dagilimlari

Fisher-Snedecor F Dagiiminin Ozellikleri

F dagilimina iliskin bazi ézellikler ise sunlardir:

@ Ki-kare dagihmi gibi F dagilimi da saga carpiktir ama kq
ve kp blyldikgce F dagilimi da normale yakinsar.

Q ko > 2igin F dagihminin ortalamasi soyledir:
k
I = ho2)
© ko > 4icin F dagihminin varyansi soyledir:
T ki(k—2)?(kx—4)

Q File t dagiimlar arasinda su iligki vardir: t2 = F;

@ Eger payda sd’si k» yeterince blyikse F ve ki-kare

dagihimlari arasinda su iligki vardir: ky Fi, x, ~ xi e

e
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Fisher-Snedecor F Dagilimi Ornek

F DAGILIMI
1,6 T
F(50, 50) ——
" F(10,10) ——
14 [\ F(50, 10) — |
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Tahmin Sorunu

- Onsav Sinamasi
istatistiksel Gikarsama - °

Ders Plani

© istatistiksel Cikarsama
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Tahmin Sorunu

- Onsav Sinamasi
istatistiksel Gikarsama o

Tahmin Sorunu

o istatistikte bilinmeyenleri tahmin etmenin genel yolu,
bilinen bir olasilik dagihmindan g¢ekilen n boyutundaki
rastsal 6rneklem verilerini kullanmaktir.

@ X, OYi'si f(x; ) olan bir rastsal degisken olsun.

@ Burada 6, dagilima ait herhangi bir anakutle katsayisidir.

@ Rastsal bir 6rneklem cekilip s6yle bir drneklem degerleri
islevi gelistirilebilir: 0 = f(xy, X2, ..., Xn)

@ Bize #’nin bir tahminini veren @'ya “istatistik” (statistic) ya
da “tahminci” (estimator) denir ve “teta sapka” (theta hat)
diye okunur.

@ “Tahmin” (estimation) denilen bu sireg iki bdlime ayrilir:

“Nokta tahmini” (point estimation) =S
“Aralik tahmini” (interval estimation) UgloMk
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Tahmin Sorunu

- Onsav Sinamasi
istatistiksel Gikarsama o

Nokta Tahmini ve Aralik Tahmini

Nokta tahmini, #’nin tahminini tek bir deger olarak verir.
Ornek: Eger § = 20 ise bu #’nin nokta tahminidir.

“En kuguk kareler” (least squares) ve “encok olabilirlik”
(maximum likelihood) yéntemleri en yaygin kullanilan iki
nokta tahmincisidir.

Aralik tahmini ise éncelikle 6 icin 61 = f(Xq,X2,...,Xn) Ve

0o = f(x1, Xo, . .., Xn) gibi iki tahminci tanimlar.

Daha sonra, gergek 6 degerinin belli bir glivenle (olasilkla)
bulundugu [0+, d5] arali§i tahmin edilir.

Ornek: ’nin %95 giiven araligi su olabilir: 19 < 0 < 21
Bdyle bir araligin #’y1 igerdigi kesin olarak bilinemez.
Belirlenen araligin #’y1 icerme olasiligi ya 0’'dir ya da 1'dir.
Oyleyse, bu araligin yorumu sudur: Eger bdyle 100 aralik
hesaplanirsa, bunlardan 95'i aslinda degeri bilinemeyen u
gergek ’y1 igermelidir.
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Arzulanan istatistiksel Ozellikler

@ En kiguk kareler ve encok olabilirlik gibi tahmincilerde
“arzulanan” (desired) bir takim istatistiksel 6zellikler vardir.
@ Bunlari iki kimede inceleyebiliriz:
“kiclk drneklem 6zellikleri” (small sample properties)
“kavusmazsal 6zellikler” (asymptotic properties)
@ Kuguk 6rneklem 6zellikleri, tahmincinin sinirli sayida
gb6zlemden olugan érneklemlerde tasidigi 6zelliklerdir.

@ Tahmincinin kavusmazsal ya da blyUk érneklem 6zellikleri
ise 6rneklem blyUkIGgu sonsuza yaklastikga gézlenir.
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Kiigiik Orneklem Ozellikleri

Eger 4 gibi bir tahmincinin beklenen degeri gercek ¢’ya esitse,
bu tahminciye #’nin “yansiz” (unbiased) tahmincisi denir:

E@G)=6 yada E@)-6=0

@ Kuramsal olarak yansizlik, ayni buyUklikte farkl farkli
drneklemler cekilip de katsay tahmini yapilabilirse, bu
tahminlerin ortalamasinin giderek anakuUtledeki gercek
degere yaklasacagi anlamina gelir.

@ Bu durumda yansizlik bir “tekrarli 6rnekleme” (repeated
sampling) 6zelligidir. =

e
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Kiigiik Orneklem Ozellikleri

Enaz Varyansli Tahminci

01’in varyansi; @ya iliskin 0, 03, . . . gibi diger tahmincilerin
varyansindan kiclk ya da ona esit olsun. Bu durumda, 6+’ya
“enaz varyansli tahminci” (minimum variance estimator) denir.

Enaz Varyansli Yansiz Tahminci

61 ve 65, ’min iki yansiz tahmincisi olsun. Eger 6;’nin varyansi
0,’nin varyansindan kiiglik ya da ona esitse #; tahmincisine
“enaz varyansh yansiz” (minimum variance unbiased) ya da
“en iyi yansiz” (best unbiased) ya da “etkin” (efficient) tahminci

denir. _
=
U4D
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Kiictk Orneklem Ozellikleri

ISTATISTIKSEL DAGILIMLARDA ENAZ VARYANSLILIK VE YANSIZLIK

T
NG5, 1) ——
04 - N(0, 4) ——
N(©,9) ——
0,35 - E(X)=0 ICIN: Enaz varyansli
ancak yanl
0,3 -
E 0,25 -
[=
> Enaz varyansli yansiz
o 0,2 -
>
0,15 \
01
Yansiz ancak enaz )
0,05 - varyansli degil AN \ b
0 [ ! =
-15 -10 -5 5 10 15 ud
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Bilyiik Orneklem Ozellikleri

Kavugsmazsal Yansizlik

n gdzlemli bir drneklem igin d, tahmincisinin “kavusmazsal
yansiz” (asymptotically unbiased) bir tahminci olabilmesi icin
6’'nin su kosulu saglamasi gereklidir:

lim E(0,) =0

n—oo

@ Diger bir deyisle, 6rneklem biiytkligu artarken eger é'nin
beklenen ya da ortalama degeri gergek ¢'ya yakinsiyorsa,
0 tahmincisi kavusmazsal yansizdir.
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Bilyiik Orneklem Ozellikleri

(:)rneklem bilylkIigu n artarken d tahmincisi #’ya yakinsiyorsa,
#’ya “tutarli” (consistent) tahminci denir.

@ Diger bir deyisle, tutarli tahmincilerde n bilyiirken #’nin
beklenen degeri gercek 0’ya yaklasir ve ayni zamanda
varyansi da kagalir.

@ Dikkat: Yansizlik ve tutarlihik 6zellikleri kavramsal olarak
cok farkhdir. Tutarhlik yalnizca kavusmazsal bir 6zelliktir.

@ Tutarhhgin yeterli kosulu 6rneklem sonsuza yaklasirken

hem yanliligin hem de varyansin sifira dogru gitmesidir. .
=
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MALZENELERT
KONSORSIYUMU

Yrd. Dog. Dr. A. Talha YALTA (2007 - 2011) istatistiksel Kavramlarin Gozden Gegirilmesi (Stirtim 2,0)



Tahmin Sorunu
Onsav Sinamasi

istatistiksel Gikarsama

Bilyiik Orneklem Ozellikleri

@ f tahmincisinin kavusmazsal dagihminin varyansina, é’ya
ait “kavusmazsal varyans” (asymptotic variance) denir.

Kavusmazsal Etkinlik

Eger A tutarliysa ve 6’nin kavugmazsal varyansi diger ttim
tahmincilerin kavugsmazsal varyanslarindan kigukse, 0'ya
“kavusmazsal etkin” (asymptotically efficient) tahminci denir.

Kavusmazsal Normallik

Orneklem biyiirken eger § tahmincisinin rneklem dagiimi da
normal dagilima yakinsiyorsa, bu tahmincinin “kavusmazsal
normal” (asymptotically normal) dagildigi séylenir.

@ Kavusmazsal normallik 6zelligi, merkezi limit kanitsavinin u

bir sonucudur. s
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Dogrusallik Ozelligi

Dogrusallik

6 tahmincisi eger 6rneklem gdzlemlerinin dogru__sal bir iglevi ise,
buna #’nin “dogrusal” (linear) tahmincisi denir. Ornek olarak:

0=(axy+bxo+cx3+...) {ab,c,...}eR

tahmincisi 8’'nin dogrusal bir tahmincisidir.

En iyi Dogrusal Yansiz Tahminci

0 eger 0’nin farkli dogrusal tahmincileri arasinda yansiz ve enaz
varyansli tahminciyse, 6’ya “en iyi dogrusal yansiz tahminci”
(best linear unbiased estimator), kisaca “EDYT” (BLUE) denir.  |=

d
(¥7° )
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Onsav Sinamasi

Onsav sinamasi konusu asagidaki gibi 6zetlenebilir:

X, OYi'si f(x; 6) bilinen bir rastsal degisken olsun.

Burada #, dagilimin herhangi bir anakitle katsayisidir.
Genellikle gergek 6 bilinemez ancak tahmin edilebilir.

n blytikluginde bir rastsal 6rneklem gekilerek 4 tahmincisi
bulunmus olsun.

@ Onsav sinamasi ydntemi kullanilarak, anakiitle katsayisi
6’'nin varsayilan bir 8* degeriyle uyumlulugu sinanabilir.

@ Bunun igin, eldeki 6 tahmini ve bu tahminin olasilik dagihmi
ile ilgili bilgi ya da varsayimlardan yararlanilir.
S
U4D
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Sifir Onsavi ve Almasik Onsav

@ Anakutle katsayisi 6'nin segili bir 6* degerine esit olup
olmadigi sinanmak isteniyor olsun.

@ Bu durumda, 6 = 6* savina “sifir dnsavi” (null hypothesis)
adi verilir ve Hy : 6 = 0* ile g0sterilir.

@ Bu sifir 6nsavi, H; : 6 # 6* ile gbsterilen “almasik 6nsav”
(alternative hypothesis) savina kargi sinanir.
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I. ve Il. TOr Hatalar

@ Sinama sonuclari degerlendirilirken dikkatli olunmalidir.

@ Sinama sonucu bir olasilik degeri olacagi igin hatali bir
karara varilmasi olasidir.

@ Eger Hy aslinda dogruyken reddedilirse, buna “I. tir hata”
(type | error) denir.

@ Eger Hy aslinda yanlisken reddedilmezse, buna da “Il. tiir
hata” (type Il error) denir.

Cizelge: I. ve Il. TUr Hatalar
Gergek Durum

Karar Ho Dogru  Hp Yanhs
Ho, Reddedilir I.tir hata  Hata yok _
Ho Reddedilmez  Hata yok Il. tiir hata o=
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Anlamlilik DlUzeyi

@ Yazinda l. tiir hata olasilig « ile gdsterilir ve “anlamlilik
duzeyi” (significance level) adiyla anihr.

@ Onsav sinamasina klasik yaklasim I. tiir hatanin Il. tiire
gbre daha ciddi oldugudur.

@ Dolayisiyla, uygulamada « 0,01 ya da 0,05 gibi disik bir
dlzeyde tutularak I. tir hata yapma olasiligi azaltihr.

@ (1 — «) degeri |. tr hatayr yapmama olasiligini gésterdigi
icin buna “glven katsayisi” (confidence coefficient) denir.

@ Ornek olarak, eger anlamlilik diizeyi o = 0,05 olarak
secilmisse, given katsayisi (1 — «) = 0,95 ya da %95 olur.
o
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Anlamlilik Sinamasi ve Glven Aralig

@ Onsav sinamasina iki farkli yaklagim vardir:
“glven arahgi” (confidence interval)
“anlamlilik sinamasi” (test of significance)

@ Guven araligi yaklagiminda, anakltle katsayisi 6 igin
tahmin edilen §’ya dayanan bir %100(1 — «) arali§ kurulur
ve bunun 6 = 6* degerini igerip icermedigine bakilir.

@ Eger bulunan giiven araligi 6*’1 iceriyorsa sifir dnsavi
reddedilmez, icermiyorsa reddedilir.

@ Anlamlilik sinamasi yaklagsiminda ise 6§ = 6* varsayimina
iliskin bir sinama istatistigi hesaplanir ve bu istatistigi elde
etme olasiliginin ne olduguna bakilir.

@ Eger bu olasilik secilen o degerinden kiiclkse sifir 6nsavi
reddedilir, blyukse reddedilmez. S

@ Belli bir uygulamada bu iki yaklasim ayni sonucu verir. uglomx
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Onsav Sinamasi Ozet

Istatistiksel bir nsavin sinanmasinin adimlari kisaca séyledir:
@ Bir sinama istatistigi alinir. Ornek: X
@ Sinama istatistiginin olasilik dagihmi belirlenir.
Ornek: X ~ N(u,2/2)
() §|f|r Onsavi ve almasik 6énsav belirtilir.
Ornek: Hp : u =75, Hiy:pn#75
@ Anlamlilik diizeyi o segilir. Ornek: a = 0,05

© Sinama istatistiginin olasilik dagihmindan bir %100(1 — «)
glven araligi kurulur ya da sifir dnsavina iliskin istatistik
hesaplanarak bunu elde etmenin olasiligina bakilr.

© Elde edilen sonuglara gore sifir dnsavi reddedilir ya da
reddedilmez. Karar verilirken her 100 deneyde 100« kez =
yanlis sonug bulma riski oldugu unutulmaz. U4io
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Oniimiizdeki Dersin Konusu ve Odev

Kitaptan Appendix A “A Review of Some Statistical Concepts”
okunacak.

Onlimiizdeki Ders

Ekonometri Nedir?
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